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ÌèõàéëîÀíòîíîâè÷Ñóõîðîëüñüêèé
â÷åíèé,ìàòåìàòèê,ìåõàíiê,ïåäàãîã
23ëþòîãî2016ðîêóíà73ðîöiðàïòîâîîáiðâàëîñßæèòòßâiäîìîãîâ÷åíîãî,
äîêòîðàôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõíàóê,ïðîôåñîðà,ïðîâiäíîãîñïåöiàëiñòàóãàëóçi
ìåõàíiêèòâåðäîãîäåôîðìiâíîãîòiëàÑóõîðîëüñüêîãîÌèõàéëàÀíòîíîâè÷à.
Ì.À.Ñóõîðîëüñüêèéíàðîäèâñß10ëèñòîïàäà1943ðîêóâñ.Ñêîðîäèíöi
Áiëîáîæíèöüêîãî(×îðòêiâñüêîãî)ðàéîíóÒåðíîïiëüñüêî¨îáëàñòi.Ó1960ðîöi
çàêií÷èâÁiëîáîæíèöüêóñåðåäíþøêîëó.Òðóäîâóäißëüíiñòüïî÷àâåëåêòðî-
ìîíòåðîìâ1961-1962ðîêàõ.Ïðîòßãîì1962-1970ðîêiâíàâ÷àâñßíàìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîìóôàêóëüòåòiËüâiâñüêîãîäåðæàâíîãîóíiâåðñèòåòóiìåíiIâàíà
ÔðàíêàçïåðåðâîþäëßñëóæáèâÐàäßíñüêiéàðìi¨(1962-1965ðîêè).Ç1970
ïî1973ðîêèïðàöþâàâiíæåíåðîìòàñòàðøèìiíæåíåðîìËüâiâñüêîãîÃÑÏ-
ÊÒÁïîêîíñòðóþâàííþìàøèíäëßõiìi÷íîãîçàõèñòóðîñëèí.Ó1974ðîöiñòàâ
ìîëîäøèìíàóêîâèìñïiâðîáiòíèêîìËüâiâñüêîãîôiëiàëóìàòåìàòè÷íî¨ôiçèêè
IíñòèòóòóìàòåìàòèêèÀÍÓÐÑÐ,áðàâàêòèâíóó÷àñòüóðîçðîáöiäåðæáþäæåò-
íî¨òåìàòèêè,çîêðåìàòåìè¾Ðîçðîáêàìåòîäiâðîçðàõóíêóìiöíîñòiòîíêîñòií-
íèõåëåìåíòiâêîíñòðóêöiéiçàðìîâàíèõêîìïîçèöiéíèõìàòåðiàëiâ¿.Îäíî÷àñ-
íîíàâ÷àâñßâàñïiðàíòóðiiàêòèâíîïðàöþâàâíàäêàíäèäàòñüêîþäèñåðòàöi¹þ
¾Êîíòàêòíiçàäà÷iäëßòðàíñâåðñàëüíî-içîòðîïíèõöèëiíäðè÷íèõîáîëîíîê¿,ßêó
çàõèñòèâó1977ðîöi.
Çâåðåñíß1977ð.äîîñòàííiõäíiâïðàöþâàâóÍàöiîíàëüíîìóóíiâåðñèòåòi
¾Ëüâiâñüêàïîëiòåõíiêà¿íàïîñàäàõñòàðøîãîâèêëàäà÷à(1977-1982),äîöåíòà
(1982-2004),ïðîôåñîðà(2004-2016)êàôåäðèâèùî¨ìàòåìàòèêè.
Çàðåçóëüòàòàìèêàíäèäàòñüêî¨äèñåðòàöi¨óñïiâàâòîðñòâiçíàóêîâèìêåðiâ-
íèêîìïðîôåñîðîìÁ.Ë.Ïåëåõîìîïóáëiêîâàâó1980ðîöiíàóêîâóìîíîãðàôiþ
¾Êîíòàêòíûåçàäà÷èòåîðèèóïðóãèõàíèçîòðîïíûõîáîëî÷åê.Ê.:Íàóêîâàäóì-
êà,1980¿,ßêàiíàñüîãîäíiçàëèøà¹òüñßîäíi¹þçêðàùèõóíàóêîâiéëiòåðàòóðiç
òåîði¨àíiçîòðîïíèõîáîëîíîê.Óíiéçïîçèöiéíîâèõñó÷àñíèõïiäõîäiâñôîðìó-
ëüîâàíîàïðîêñèìàöiéíèéïðîöåñïîáóäîâèäîâiëüíèõíàáëèæåíüòåîðiéàíiçî-
òðîïíèõîáîëîíîêiïëàñòèí.Ñôîðìóëüîâàíîâiäïîâiäíiìàòåìàòè÷íiòåîðåìè
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ìåòîäó àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöié çà âðàõóâàííß óìîâ äëß ôóíêöié ïåðåìiùåíü òà ¨õ
ïîõiäíèõ íà ïîâåðõíßõ îáîëîíîê. Ïiñëß îïóáëiêóâàííß ìîíîãðàôi¨ Ì. À. Ñóõî-
ðîëüñüêèé àêòèâíî ïðàöþâàâ ßê êåðiâíèê äåêiëüêîõ ãîñïäîãîâiðíèõ òåì ç êîí-
ñòðóêòîðñüêèì áþðî çàâîäó ¾Àâòîíàâàíòàæóâà÷iâ¿. Ïðè âèêîíàííi äàíèõ òåì
âií çàëó÷àâ áàãàòüîõ ïðàöiâíèêiâ êàôåäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè äî íàóêîâî¨ ðîáî-
òè. Ì. À. Ñóõîðîëüñüêèé äîáðå îði¹íòóâàâñß â iíæåíåðíèõ ïèòàííßõ êîíñòðóê-
òîðñüêî¨ ðîáîòè â ÃÑÏÊÒÁ ïî êîíñòðóþâàííþ ìàøèí äëß õiìi÷íîãî çàõèñòó
ðîñëèí òà â ñïåöiàëüíîìó êîíñòðóêòîðñüêîìó áþðî çàâîäó ¾Àâòîíàâàíòàæóâà-
÷iâ¿, âìiâ âäàëî çìîäåëþâàòè ôiçèêî-ìåõàíi÷íi ïðîöåñè ó âiäïîâiäíèõ iíæåíåð-
íèõ êîíñòðóêöißõ òà îïèñàòè ¨õ ìàòåìàòè÷íî, à òàêîæ óäîñêîíàëèòè âiäîìi òà
ðîçâèíóòè íîâi ìåòîäè iíæåíåðíèõ ðîçðàõóíêiâ.
Ó 90-òèõ ðîêàõ 20-ãî ñòîëiòòß Ì. À. Ñóõîðîëüñüêèé ïî÷àâ àêòèâíî ïðàöþâàòè
íàä ìàòåìàòè÷íèìè ïðîáëåìàìè ìåõàíiêè òîíêîñòiííèõ åëåìåíòiâ çà ëîêàëüíèõ
ñèëîâèõ i òåïëîâèõ íàâàíòàæåíü. Äëß âèðiøåííß öèõ ïðîáëåì âií àêòèâíî ïî÷àâ
âèêîðèñòîâóâàòè i âäîñêîíàëþâàòè ìåòîäè ñêií÷åíèõ åëåìåíòiâ òà ãðàíè÷íèõ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü. Â öåé ïåðiîä âií áàãàòî ïóáëiêóâàâ îòðèìàíi ðåçóëüòà-
òè ñâî¨õ äîñëiäæåíü, ïðèéìàâ ó÷àñòü ó áàãàòüîõ Ìiæíàðîäíèõ òà âiò÷èçíßíèõ
êîíôåðåíöißõ, âèñòóïàâ íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè òà â àêàäåìi÷íèõ óñòà-
íîâàõ.
Ïiäñóìêîì öèõ äîñëiäæåíü áóâ çàõèñò ó 2003 ðîöi äîêòîðñüêî¨ äèñåðòàöi¨
¾Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi òà ìåòîäè ìåõàíiêè òîíêîñòiííèõ ïðóæíèõ òië ïðè ëî-
êàëüíèõ íàâàíòàæåííßõ¿, íàóêîâèì êîíñóëüòàíòîì ßêî¨ áóâ ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò
ÍÀÍ Óêðà¨íè ß. É. Áóðàê. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ ó äîêòîðñüêié äèñåðòàöi¨ íà-
óêîâèõ ðåçóëüòàòiâ ó 2007 ðîöi ó ñïiâàâòîðñòâi ç ß. É. Áóðàêîì òà Þ. Ê. Ðó-
äàâñüêèì îïóáëiêîâàíî íàóêîâó ìîíîãðàôiþ ¾Àíàëiòè÷íà ìåõàíiêà ëîêàëüíî-
íàâàíòàæåíèõ îáîëîíîê.  Ëüâiâ, 2007¿. Ïiä ÷àñ ïîáóäîâè ôóíêöié Ãðiíà äëß
îòðèìàííß ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ßçêiâ ó òåîði¨ ëîêàëüíî íàâàíòàæåíèõ îáîëî-
íîê Ì. À. Ñóõîðîëüñüêèé çiòêíóâñß ç ïðîáëåìîþ ïiäñóìîâóâàííß ïîãàíî çáiæíèõ
i ðîçáiæíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ðßäiâ, ßêó óñïiøíî âèðiøèâ. Ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ðîáî-
òè áóëî îïóáëiêóâàííß ó 2010 ðîöi íàñòóïíî¨ ìîíîãðàôi¨ ¾Ôóíêöiîíàëüíi ïîñëi-
äîâíîñòi òà ðßäè.  Ëüâiâ, 2010¿. Â öié ìîíîãðàôi¨ âií ðîçâèíóâ ïîñëiäîâíiñíèé
ïiäõiä äî ïîáóäîâè óçàãàëüíåíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííß ðßäiâ òà óçàãàëüíåíèõ
ðîçâ'ßçêiâ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.
Ç 2004 ðîêó äî îñòàííiõ äíiâ æèòòß Ì. À. Ñóõîðîëüñüêèé çíàõîäèâñß íà ïîñà-
äi ïðîôåñîðà êàôåäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè i, îòðèìàâøè â÷åíå çâàííß ïðîôåñîðà,
íå ìåíø àêòèâíî ïðàöþâàâ íàä ñòâîðåííßì íîâèõ íàâ÷àëüíèõ ïîñiáíèêiâ òà ìå-
òîäè÷íèõ ðîçðîáîê ç âiäïîâiäíèõ ðîçäiëiâ âèùî¨ ìàòåìàòèêè, áóâ ñïiâàâòîðîì
åëåêòðîííèõ íàâ÷àëüíèõ êóðñiâ. Çà éîãî ñïiâàâòîðñòâà îïóáëiêîâàíî íàâ÷àëüíi
ïîñiáíèêè: ¾Ðiâíßííß ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Óçàãàëüíåíi ðîçâ'ßçêè êðàéîâèõ çà-
äà÷.  Ëüâiâ, 2002¿, ¾Çáiðíèê çàäà÷ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. ×àñòèíà1.  Ëüâiâ,
2001¿, ¾Ïðàêòèêóì ç åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè. ×.1, 2  Ëüâiâ, 2002, 2012¿,
¾Ïðàêòèêóì òà çàäà÷i ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó  Êè¨â: Îñâiòà Óêðà¨íè, 2012¿.
Çàãàëîì íàóêîâèé äîðîáîê ïðîôåñîðà Ì. À. Ñóõîðîëüñüêîãî ñêëàäà¹ ïîíàä 250
íàóêîâèõ ïóáëiêàöié ó ïðîâiäíèõ íàóêîâèõ ôàõîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííßõ, çî-
êðåìà òàêèõ ßê Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë, Ôiçèêî-õiìi÷íà ìåõàíiêà
ìàòåðiàëiâ, Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè òà ôiçèêî-ìåõàíi÷íi ïîëß, Òåîðåòè÷íà i ïðè-
êëàäíà ìåõàíiêà, Ïðèêëàäíà ìåõàíiêà, Ìåõàíiêà ïîëiìåðiâ, Ìàøèíîçíàâñòâî,
Äîïîâiäi Àêàäåìi¨ íàóê ÓÐÑÐ, Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííß òà iíôîðìà-
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öiéíi òåõíîëîãi¨, Computer Assisted Mechanics and Engineering Sciences, Journal
of Mathematical Sciences, Mathematical modeling and computering.
Íàóêîâi iíòåðåñè ïðîôåñîðà Ì. Ñóõîðîëüñüêîãî áóëè ñïðßìîâàíi íà äîñëiä-
æåííß óçàãàëüíåíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííß òðèãîíîìåòðè÷íèõ i ñòåïåíåâèõ
ðßäiâ, óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ßçêiâ Ôóð'¹ êðàéîâèõ çàäà÷ â ðîçóìiííi ñëàáêî¨ çáiæ-
íîñòi, ïîáóäîâó ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ äëß ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî-äåôîðìiâíîãî
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Ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà PSC-IMFS-12 (23 ÷åðâíß 2016 ðîêó)
ÓÄÊ 517.95
Ìiøàíà çàäà÷à äëß ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíßííß ç
óçàãàëüíåíèìè óìîâàìè Ñàìàðñüêîãî-Iîíêiíà.
Áàðàíåöüêèéß.Î., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
ÊàëåíþêÏ. I., äîêò. ô.-ì.í., ïðîô. êàô.ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Íåõàé G = {(t, x) ; t ∈ (0, T ) , x ∈ (0, 1)} , 0 < T < ∞, Dx, Dt− óçàãàëüíåíi
ïîõiäíi, W 2,12 (G) ≡
{
u ∈ L2 (G) : Dtu, D2xu ∈ L2 (G)
}
.
Âèâ÷à¹òüñß ìiøàíà çàäà÷à
Dtu−D2xu = f, f ∈ L2 (G) , u |t=0 = 0 (1)
{
l1u ≡ au |x=0 + b u |x=1 = 0;
l2u ≡ Dxu |x=0 +Dx u |x=1 + c (u |x=0− u |x=1 ) = 0;
(2)
a, b, c ∈ (−∞,+∞)
Ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó âiäîêðåìëåííß çìiííèõ âèíèêà¹ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à
−D2xv = λv, λ ∈ C, l1v = l2v = 0. (3)
Âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà L (a, b, c) : L2 (0, 1)→ L2 (0, 1) çàäà÷i (3)
D (L(a, b, c)) ≡ {v ∈W 22 (0, 1), ljv = 0, j = 1, 2} , îïèñó¹ íàñòóïíà
Òåîðåìà 1. 1). Ãðàíè÷íi óìîâè (2) ðåãóëßðíi çà Áiðêãîôîì, àëå íå ïîñèëåí-
íî ðåãóëßðíi. Ñïåêòð îïåðàòîðà L (a, b, c) ñïiâïàäà¹ ç ñïåêòðîì ñàìîñïðßæåíîãî
îïåðàòîðà L (1, 1, c);
2). Ó âèïàäêàõ c 6= 0, àáî b 6= a ñïåêòð îïåðàòîðà L (a, b, c) ïðîñòèé òà ñèñòå-
ìà âëàñíèõ ôóíêöié ðàçîì iç áiîðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåîáìåæåíi çà íîðìîþ
ïðîñòîðó L2 (0, 1). Iñíó¹ ïðèâåäåíà ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà L (a, b, c),
ßêà óòâîðþ¹ áàçèñ Ðiññà â ïðîñòîði L2 (0, 1)
3). Ó âèïàäêó c = 0, òà b 6= a îïåðàòîð L (a, b, 0) ¹ ñóòò¹âî íåñàìîñïðßæåíèì
îïåðàòîðîì, òîáòî êðàòíîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà âiäïîâiäà¹ ç÷èñëåííà ìíîæèíà
êîðåíåâèõ ôóíêöié. Iñíó¹ ïðèâåäåíà ñèñòåìà êîðåíåâèõ ôóíêöié, ßêà óòâîðþ¹
áàçèñ Ðiññà â ïðîñòîði L2 (0, 1).
Òåîðåìà 2. Äëß äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2 (G) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ßçîê çàäà÷i
(1),(2) ó âèãëßäi ðßäó çà ñèñòåìîþ êîðåíåâèõ ôóíêöié îïåðàòîðà L (a, b, c).
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ÓÄÊ 517.9
Ãàìiëüòîíîâà ñòðóêòóðà ñóïåðñèìåòðè÷íî¨
ìÊÏ-i¹ðàðõi¨ íà ðîçøèðåíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði òà ¨ ¨
äîäàòêîâèõ îäíîðiäíèõ ñèìåòðié
ÃåíòîøÎ.., ê.ô.-ì.í., ñ.í.ñ.
Ií-ò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍÓ
(âóë. Íàóêîâà, 3Á, ì.Ëüâiâ, 79060, Óêðà¨íà)
Íà ñïðßæåíîìó ïðîñòîði G∗ àëãåáðè Ëi G ñóïåð-iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ A := ∂p +
∑
r<2pArD
r
θ = ∂
p +
∑
r<2p, ν=0,1Ar∂
[r/2]Dνθ , äå A2s ∈ C∞(S ×
× Λ1; Λ0), A2s := A2s(x, θ) = A02s(x) + θA12s(x), A2s+1 ∈ C∞(S× Λ1; Λ1), A2s+1 :=
= A2s+1(x, θ) = A
1
2s+1(x) + θA
0
2s+1(x), s < p, p ∈ N, r ∈ Z, Dθ := ∂/∂x + θ∂/∂θ,
θ ∈ Λ1, Λ = Λ0 ⊕ Λ1  àëãåáðà Ãðàññìàíà íàä ïîëåì C ⊂ Λ0, iç ñòàíäàðò-
íèì êîìóòàòîðîì [., .] âiäíîñíî iíâàðiàíòíîãî ñêàëßðíîãî äîáóòêó (< A,B >) =
=
∫ 2pi
0 dx
∫
dθ res (AB), res A := A−1, A,B ∈ G, ðîçãëßäà¹òüñß i¹ðàðõiß ãàìiëüòî-
íîâèõ ïîòîêiâ òèïó Ëàêñà:
dL/dtj = [(∇γj(L))>1, L] = [(Lj)>1, L], j ∈ N, (1)
äå íèæíié iíäåêñ "> 1" ïîçíà÷à¹ ïðîåêöiþ âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà íà ïiäàëãåáðó
Ëi G>1 ⊂ G, G := G>1 ⊕ G<1, G>1 := {A = ∂p +
∑
16r<2pArD
r
θ}, G<1 := {A =
=
∑
r<1ArD
r
θ}. Öß i¹ðàðõiß ïîðîäæó¹òüñß äóæêîþ Ëi-Ïóàññîíà
{γ, µ}R1(L) = (< L, [∇γ(L),∇µ(L)]R1 >) := (< ∇γ(L), Θ˜1∇µ(L) >),
äå [A,B]R1 := [R1A,B] + [A,R1B], A,B ∈ G, R1 := (P>1 − P<1)/2, P>1G = G>1,
P<1G = G<1, P>1G<1 = 0, P<1G>1 = 0, γ, µ ∈ D(G∗)  äåßêi ãëàäêi çà Ôðåøå
ôóíêöiîíàëè íà G∗, ∇  îïåðàòîð ãðàäi¹íòà, Θ˜1 : T ∗(G∗) → T (G∗)  îïåðàòîð
Ïóàññîíà, T (G∗) i T ∗(G∗)  äîòè÷íèé òà êîäîòè÷íèé ïðîñòîðè äî G∗ âiäïîâiäíî,
òà ôóêöiîíàëàìè Êàçèìèðà γj(L) =
p
j + p
(< L,L
j
p >) ∈ D(G∗), j ∈ N.
Ó äîïîâiäi äîñëiäæó¹òüñß ãàìiëüòîíîâà ñòðóêòóðà i¹ðàðõi¨ (1) äëß îïåðàòîðà
L := f−11 lf1 = L>1 + q1 +D
−1
θ q
∗
1Dθ +
∑N
k=2
qkD
−1
θ q
∗
kDθ +
∑N
i=1
ϕiD
−1
θ ϕ
∗
iDθ, (2)
äå l = l+ +
∑N
i=1 fiD
−1
θ f
∗
i +
∑N
i=1 ΦiD
−1
θ Φ
∗
i , l+  äèôåðåíöiàëüíà ÷àñòèíà îïå-
ðàòîðà l, fi ∈ W := L2(S × Λ1; Λ0), Φi ∈ W¯ := L2(S × Λ1; Λ1)  âëàñíi ôóíêöi¨
îïåðàòîðà l, ïîâ'ßçàíi ç ðiçíèìè âëàñíèìè çíà÷åííßìè λi, f∗i ∈ W¯ , Φ∗i ∈W  âiä-
ïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà l∗, ñïðßæåíîãî äî l, i = 1, N , N ∈ N, îïåðàòîð
l ∈ G∗ çàäîâîëüíß¹ ñèñòåìè åâîëþöiéíèõ ðiâíßíü:
dl/dtj = [(l
j)+, l],
dfi/dtj = (l
j)+fi, dΦ
∗
i /dtj = −(lj)∗+Φ∗i ,
df∗i /dtj = −(lj)∗+f∗i , dΦi/dtj = (lj)+Φi, j ∈ N, (3)
äîïîâíåíî¨ åâîëþöißìè âëàñíèõ ôóíêöié qi ∈W , ϕi ∈ W¯ îïåðàòîðà L òà âëàñíèõ
ôóíêöié q∗i ∈W , ϕ∗i ∈ W¯ îïåðàòîðà L∗, ñïðßæåíîãî äî L:
dqi/dtj = (L
j)>1qi, dq
∗
i /dtj = −D−1θ ((Lj)>1)∗Dθq∗i ,
dϕi/dtj = (L
j)>1ϕi, dϕ
∗
i /dtj = −D−1θ ((Lj)>1)∗Dθϕ∗i , j ∈ N. (4)
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Ó ðîáîòi [1] áóëî äîâåäåíî, ùî i¹ðàðõiß (3) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ âiäíîñíî äóæ-
êè Ïóàññîíà, ïîðîäæåíî¨ îïåðàòîðîì Ïóàññîíà L = B′(Θ˜ ⊗ J˜)B′∗, òà ãàìiëü-
òîíiàíiâ γ¯j := γj |L=f−11 lf1 , j ∈ N. Îïåðàòîð L áóëî çíàéäåíî ßê ðåçóëüòàò
ïåðåòâîðåííß Áåêëóíäà B : (l+, fi,Φ∗i , f
∗
i ,Φi)
> 7→ (l = l+ +
∑N
i=1 fi∂
−1f∗i +
+
∑N
i=1 ΦiD
−1
θ Φ
∗
i , fi,Φ
∗
i , f
∗
i ,Φi)
>, i = 1, N , ïðßìî¨ ñóìè îïåðàòîðiâ Ïóàññîíà
Θ˜ : T ∗(G∗) → T (G∗) i J˜ : T ∗(W 2N ⊕ W¯ 2N ) → T (W 2N ⊕ W¯ 2N ) (äèâ. [1]), íà
ðîçøèðåíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði G∗ ⊕W 2N ⊕ W¯ 2N .
Ïåðåòâîðåííß ïîäiáíîñòi (2) ïîðîäæó¹ íà G∗ ⊕ W 2N ⊕ W¯ 2N ïåðåòâîðåííß
Áåêëóíäà B1 : (l, fi,Φ∗i , f
∗
i ,Φi)
> 7→ (L = f−11 lf1, q1 = f−11 (l+f1) + (∂−1f∗1 f1) +
+
∑N
k=2(f
−1
1 fk)(∂
−1f∗kf1) +
∑N
i=1(f
−1
1 Φi)(∂
−1Φ∗i f1), q
∗
1 = −(∂−1f∗1 f1), qk =
= f−11 fk, q
∗
k = −(∂−1f∗kf1), ϕi = f−11 Φi, ϕ∗i = −(D−1θ Φ∗i f1))>, i = 1, N , k = 2, N .
Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð Ïóàññîíà L1, ßêèé çàäà¹ ãàìiëüòîíîâå çîáðàæåííß äëß
i¹ðàðõi¨ (1) i (4), ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü çãiäíî ç
ïðàâèëîì L1 = B′1LB
′∗
1 . Âiäïîâiäíèìè ãàìiëüòîíiàíàìè ¹ ôóíêöiîíàëè Êàçèìè-
ðà γj ∈ I(G∗), j ∈ N.
Òàêîæ ó ñòàòòi [1] áóëî ïîêàçàíî, ùî i¹ðàðõiß (3) âîëîäi¹ ìíîæèíîþ N i¹ðàð-
õié äîäàòêîâèõ îäíîðiäíèõ ñèìåòðié. Öi i¹ðàðõi¨ ¹ ãàìiëüòîíîâèìè âiäíîñíî îïå-
ðàòîðà Ïóàññîíà L òà íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ âëàñíèõ çíà÷åíü λi ∈ D(G∗), i =
= 1, N , îïåðàòîðà l ßê ãëàäêèõ çà Ôðåøå ôóíêöiîíàëiâ íà G∗ ⊕W 2N ⊕ W¯ 2N .
Ïðè ïåðåòâîðåííi Áåêëóíäà B1 âîíè íàáóâàþòü òàêîãî âèãëßäó:
dL/dτj,k = −[M˜ jk , L],
dqi/dτj,k = (−M˜ jk + δikLj)qi,
dϕi/dτj,k = (−M˜ jk + δikLj)ϕi,
dq∗i /dτj,k = −D−1θ (−M˜ jk + δikLj)∗Dθq∗i ,
dϕ∗i /dτj,k = −D−1θ (−M˜ jk + δikLj)∗Dθϕ∗i ,
äå M˜ j1 := (L
j−1q1) +
∑j−1
ρ=0
(
(Lρ · 1)D−1θ (D−1θ L(j−1−ρ)∗Dθq∗1)
)
+
∑j−1
ρ=0
(
(Lρϕ1)×
×D−1θ (D−1θ L(j−1−ρ)∗Dθϕ∗1)
)
, M˜ jk :=
∑j−1
ρ=0
(
(Lρqk)D
−1
θ (D
−1
θ L
(j−1−ρ)∗Dθq∗k)
)
+
+
∑j−1
ρ=0
(
(Lρϕk)D
−1
θ (D
−1
θ L
(j−1−ρ)∗Dθϕ∗k)
)
, k = 2, N , j ∈ N. Ãàìiëüòîíîâó ñòðóê-
òóðó äëß äîäàòêîâèõ îäíîðiäíèõ ñèìåòðié i¹ðàðõi¨ (1) i (4) ìîæíà îòðèìàòè ßê
ðåçóëüòàò êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü Áåêëóíäà B òà B1.
[1] Hentosh O.Ye. Lax integrable supersymmetric hierarchies on extended phase spaces
/O.Ye. Hentosh Symmetry, integrability and geometry: methods and applications. 
2006. V. 2, 001.  16 pp.  http://www.emis.de/journals/SIGMA/2006/Paper001.
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ÓÄÊ 539.3
Ïðèêëàäè àäàïòàöi¨ ÷èñëîâèõ ñõåì äëß äåßêèõ çàäà÷
iäåíòèôiêàöi¨ òà îïòèìiçàöi¨ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì
Äiâå¹âÁ.Ì.,ê.ò.í., äîö. êàô.ÒÒ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Äëß åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííß ÷èñëîâèõ ñõåì iäåíòèôiêàöi¨ òà îïòèìiçàöi¨
ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ÷àñòî íåîáõiäíî âèêîíàòè ïîïåðåäíüî íèçêó äîïîìiæíèõ
ðîáiò. Íà äàíèé ÷àñ ðîçðîáëåíi ÷èñëåííi ðîçðàõóíêîâi ñõåìè (ÐÑ) ìåõàíi÷íèõ
ñèñòåì. Ïðîòå, ó äåßêèõ âèïàäêàõ ïðßìå çàñòîñóâàííß öèõ ÐÑ ïðèâîäèòü ßê
äî âåëèêèõ îá÷èñëþâàëüíèõ òðóäíîùiâ òà íåäîñòàòíié àäåêâàòíîñòi ìàòåìàòè÷-
íèõ ìîäåëåé äî ïîâåäiíêè ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ. ×àñòî òðóäíîùi âèíèêà-
þòü âæå íà ïî÷àòêîâèõ åòàïàõ çàñòîñóâàííß ÐÑ. Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ ïðîáëåì
ïðîåêòóâàííß ¹ íåîáõiäíiñòü óäîñêîíàëåííß ìåòîäiâ ðîçðàõóíêó äi¨ äèíàìi÷íèõ
íàâàíòàæåíü íà ìàøèíó ç ìåòîþ íàáëèæåííß òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äî åêñ-
ïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Òàêå çàâäàííß, î÷åâèäíî, ìîæå áóòè âèêîíàíî çà äîïî-
ìîãîþ ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì, ùî øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñß â ÑÀÏÐ.
Çàçíà÷èìî, ùî çàñòîñóâàííß ëèøå öèõ ïðîãðàì ÷àñòî íåäîñòàòí¹. ×àñòî ìàøèíè
ìiñòßòü âñiëßêi åëåìåíòè ñóõîãî òåðòß, óäàðíi åëåìåíòè, åëåìåíòè, ùî âçà¹ìîäi-
þòü ç ïîâiòðßì ÷è ðiäèíîþ, ðîçðàõóíîê ßêèõ íå çàâæäè ïåðåäáà÷åíèé ó öèõ
ïàêåòàõ. Âàæêî òàêîæ ðàíæóâàòè åëåìåíòè ÐÑ ó öèõ ïàêåòàõ çà âàæëèâiñòþ
äëß îïòèìiçàöi¨.
Ðîçãëßäà¹òüñß íèçêà ïðèêëàäiâ ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëåé ìåõàíi÷íèõ ñõåì äëß
åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííß ÐÑ çi çáåðåæåííßì ¨õ àäåêâàòíîñòi. Ïðèâåäåíi ïðè-
êëàäè "ïîì'ßêøåííß"êðàéîâèõ óìîâ òà óìîâ ñïàþ äëß ðîçðàõóíêîâèõ ñõåì íà
îñíîâi áiëüø ãíó÷êîãî ìîäåëþâàííß ¨õ ôiçè÷íèõ àíàëîãiâ. Ïîêàçàíî, ùî çàñòî-
ñóâàííß êëàñè÷íèõ óìîâ êîíòàêòó ÷àñòî ïðèâîäèòü äî çíà÷íîãî ñïîâiëüíåííß
çàñòîñóâàííß ÐÑ à, ÷àñòî, äî âiäìîâè ïðè çàñòîñóâàííi òðàäèöiéíèõ ÷èñëîâèõ
ìåòîäiâ, íàïðèêëàä, ìåòîäó Ãiðà äëß ðîçâ'ßçêó çàäà÷i Êîøi.
Çàâäàííß iäåíòèôiêàöi¨ ïàðàìåòðiâ ÐÑ îáîâ'ßçêîâî âêëþ÷à¹ ßê åêñïåðèìåí-
òàëüíèé åòàï, òàê i åòàïè ïîáóäîâè ìîäåëi ðîçðàõóíêó i, âëàñíå, ìîäåëi iäåíòè-
ôiêàöi¨. Ïîáóäîâè ìîäåëi ðîçãëßäà¹òüñß ó äâîõ ïëàíàõ. Ïåðøèé - âëàñíå àäàïòà-
öiß ìîäåëi äî âèäó çðàçêiâ i åêñïåðèìåíòàëüíîãî óñòàòêóâàííß. Äðóãîþ - àäàï-
òàöiß ìîäåëi äî ñõåìè iäåíòèôiêàöi¨. Êðiì òîãî, íà ïiäñòàâi àíàëiçó ðîáàñòíî-
ñòi çàïðîïîíîâàíèõ ðîçðàõóíêîâèõ ñõåì îöiíåíî äîñòîâiðíiñòü ðåçóëüòàòiâ. Òóò
ðîçãëßäàþòüñß çàäà÷i iäåíòèôiêàöi¨ ìîäóëiâ ïðóæíîñòi øàðóâàòèõ êîìïîçèòíèõ
áàëîê, çàäà÷i iäåíòèôiêàöi¨ òà îïòèìiçàöi¨ äèíàìiêè êîíñòðóêöié ç äèíàìi÷íè-
ìè ãàñíèêàìè êîëèâàíü ðiçíèõ òèïiâ [1-7]. Íàâîäèòüñß ðßä íåðîçâ'ßçàíèõ çàäà÷
ìåõàíiêè êîìïîçèòíèõ ïëàñòèí òà ïëàñòèí âèãîòîâëåíèõ iç ÔÃÌ, íèçêà çàäà÷
ïiäâèùåííß ðåñóðñó êîëiñíèõ, îáåðòîâèõ ìàøèí, ùî ìàþòü ïðàêòè÷íå çíà÷åííß.
[1] Diveyev B., Butyter I., Shcherbyna N. Combined evolutionary non-deterministic
methods for layered plates mechanical properties identiﬁcation. // Proceeding of 16th
International Congress on Sound and Vibration (ICSV-16), July 5-9, 2009, Krakow,
Poland.- Paper 785.
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[2] Bohdan Diveyev, Orest Horbay, Roman Pelekh, Andrij Smolskyy Acoustical and
vibration performance of layered. 19th International Congress on Sound and Vibration
2012Vilnius, Lithuania,Vol. 2, p. 1491-1498 (Electronic edition).
[3] Hennadiy Cherchyk, Diveyev, Yevhen Martyn, Roman Sava Parameters identiﬁcation
of particle vibration absorber for rotating machines. / Proceeding of ICSV21, Vilnius,
Lithuania, July 08-12, 2012.
[4] Bohdan Diveyev, Andrij Beshley, Solomiia Konyk, Ivan Kernytskyy Identiﬁcation
of transverse elastic moduli of composite beams by using combined criteria. 22th
International Congress on Sound and Vibration 2015 Florence, Italy.Vol. 2, (Electronic
edition) 8p.
[5] Bohdan Diveyev, Ihor Vikovych, Viktor Martyn, Ihor Dorosh Optimization of the
impact and particle vibration absorbers, 22th International Congress on Sound and
Vibration 2015 Florence, Italy.Vol. 2, (Electronic edition) 8p.
[6] Bohdan Diveyev Identifying the elastic moduli of composite plates by using high-order
theories. Ukrainian Journal of Mechanical Engineering and Material Science.Vol.1., 1,
p.63-82.
[7] Bohdan Diveyev Impact and particle buﬀered vibration absorbers optimization and
design. Ukrainian Journal of Mechanical Engineering and Material Science. Vol.1., 2
(â äðóöi).
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ÓÄÊ 359.3
Òåðìîìåõàíi÷íèé çãèí íåîäíîðiäíèõ àíiçîòðîïíèõ
ïëàñòèí
ÆèäèêÓ. Â., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ïëàñòèíêè iç êîìïîçèòíèõ àíiçîòðîïíèõ ìàòåðiàëiâ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñß
ßê åëåìåíòè êîíñòðóêöié ó ðiçíèõ îáëàñòßõ ñó÷àñíî¨ òåõíiêè. Â ïðîöåñi åêñ-
ïëóàòàöi¨ âîíè çàçíàþòü äi¨ íåñòàöiîíàðíèõ ñèëîâèõ i òåìïåðàòóðíèõ íàâàíòà-
æåíü. Òîìó ðîçðàõóíîê òàêèõ êîíñòðóêöié ¹ âàæëèâîþ íàóêîâî-òåõíi÷íîþ çà-
äà÷åþ. Àíiçîòðîïíi êîìïîçèòíi ïëàñòèíêè íàéïîâíiøå äîñëiäæåíi äëß ñèëîâèõ
çàäà÷. Òåìïåðàòóðíi çàäà÷i ßê äëß îäíîðiäíèõ, òàê i äëß íåîäíîðiäíèõ ìàòåðiàëiâ
ðîçâ'ßçóâàëèñü, â îñíîâíîìó, íà îñíîâi êëàñè÷íèõ ðiâíßíü. Îäíàê äëß ðîçðàõóí-
êó êîíñòðóêöié ç êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ, ùî ìàþòü âèñîêó àíiçîòðîïiþ ôiçèêî-
ìåõàíi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ïîòðiáíi ðîçøèðåíi ìîäåëi.
Ó öié äîïîâiäi ðîçãëßäàþòüñß ïðßìîêóòíi â ïëàíi ïëàñòèíêè çàãàëüíîþ òîâ-
ùèíîþ 2h, ñêëàäåíi çi ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi æîðñòêî ç'¹äíàíèõ ìiæ ñîáîþ îðòî-
òðîïíèõ øàðiâ ç îäíàêîâîþ òîâùèíîþ i âëàñòèâîñòßìè, ìàòåðiàëüíi îñi ßêèõ
îði¹íòîâàíi ïiä êóòîì 0◦ àáî 90◦ äî îñåé ïëàñòèíêè. Ïëàñòèíà ïåðåáóâà¹ ïiä
äi¹þ çîâíiøíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííß, à òàêîæ íàãðiâà¹òüñß âíóòðiøíiìè
äæåðåëàìè òåïëà. Çà ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ßêà îïèñó¹ äèíàìi÷íó ïîâåäiíêó òà-
êèõ íåîäíîðiäíèõ ïëàñòèíîê âèáðàíî óçàãàëüíåíó ìîäåëü Òèìîøåíêà, ßêà ïå-
ðåäáà÷à¹ ëiíiéíèé õàðàêòåð ðîçïîäiëó ïåðåìiùåíü i òåìïåðàòóðè ïî òîâùèíi.
U(x1, x2, z, τ) = u(x1, x2, τ) + zy(x1, x2, τ),
t(x1, x2, z, τ) = T1(x1, x2, τ) +
z
h
T2(x1, x2, τ),
äå u = {u1, u2, u3}  âåêòîð ïåðåìiùåííß òî÷îê ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi; y =
= {γ1, γ2, γ3}  âåêòîð êóòiâ ïîâîðîòó íîðìàëi γ1, γ2 i ïîïåðå÷íî¨ íîðìàëüíî¨
äåôîðìàöi¨ γ3; Tn(n = 1, 2)  iíòåãðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè òåìïåðàòóðè Tn =
=
2n− 1
2hn
∫ h
−h
tzn−1dz.
Ìåòîäàìè iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ i Ëàïëàñà çíàéäåíî ðîçâ'ßçîê
íåñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi òà äèíàìi÷íî¨ çàäà÷i òåðìîïðóæíîñòi
äëß ñêií÷åíî¨ øàðíiðíî îïåðòî¨ íà êðàßõ ïëàñòèíêè çà ëîêàëüíîãî íàãðiâó äæå-
ðåëàìè òåïëà.
×èñëîâi äîñëiäæåííß âèêîíóâàëè äëß ïëàñòèíîê, ùî íàãðiâàþòüñß ëiíiéíèì
äæåðåëîì òåïëà, ïîòóæíiñòü ßêîãî ðàïòîâî çáiëüøó¹òüñß äî çàäàíîãî çíà÷åí-
íß, çàëèøàþ÷èñü íàäàëi ñòàëîþ. Ïðè öüîìó ðîçãëßäàëè ïëàñòèíêè òðüîõ òèïiâ:
àíòèñèìåòðè÷íó äâîøàðîâó (0◦/90◦), ñèìåòðè÷íó òðèøàðîâó (90◦/0◦/90◦) i îä-
íîðiäíó. Çà ìàòåðiàë êîæíîãî øàðó âçßòî ãðàôiòîåïîêñèäíèé êîìïîçèò àðìî-
âàíèé âîëîêíàìè áîðó. Â òàáëèöi íàâåäåíi ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü áåçðîçìiðíèõ
ïðîãèíiâ w′ òà çãèííèõ ìîìåíòiâ M ′1, M ′2 â öåíòði ïëàñòèíêè.
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(0◦/90◦) (90◦/0◦/90◦) îäíîðiäíà
w′ 0.619 0.267 0.176
M ′1 -0.0525 0.155 0.275
M ′2 0.206 0.0385 0.0243
Iç àíàëiçó ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ âèäíî, ùî ÷åðåç íåîäíîðiäíiñòü ìàòåðiàëó
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïëàñòèíêè ìîæå çìiíþâàòèñü íå òiëüêè êiëüêiñ-
íî, àëå é ßêiñíî.
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ÓÄÊ 517.956.4
Ïåðiîäè÷íi òà ìàéæå ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ßçêè çàäà÷i ç
iíòåãðî-êðàéîâèìè óìîâàìè äëß ñèñòåìè òèïó
ñèñòåìè Ëßìå
Iëüêiâ Â. Ñ.1,2, ä.ô.-ì.í., ïðîô. êàô. ÂÌ
1Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
2Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
(âóë. Íàóêîâà, 3-á, ì. Ëüâiâ, 79060, Óêðà¨íà)
Ó p+ 1-âèìiðíié îáëàñòi [0, T ]×Rp çìiííèõ (t, x) = (t, x1, . . . , xp) äëß ñèñòåìè
ðiâíßíü
σ
∂2ui
∂t2
=
p∑
α,β,j=1
∂2
(
µ∗a¯jαajβui + (λ∗ + µ∗)aiαa¯jβuj
)
∂xα∂xβ
, i = 1, . . . , p, (1)
ðîçãëßäà¹òüñß çàäà÷à ç óìîâàìè çà çìiííîþ t, çîêðåìà
αjui|t=(j−1)T + βjM(rj ;ui) = ϕji, j = 1, 2, i = 1, . . . , p, (2)
äå σ > 0, λ∗ > 0, µ∗ > 0, ~α = (α1, α2) òà ~β = (β1, β2)êîìïëåêñíi âåêòîðíi
ïàðàìåòðè, ~r = (r1, r2) âåêòîð íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, ùî îçíà÷àþòü ïîðßäêè
ìîìåíòiâ
M(rj ;ui) =
∫ T
0
trj
rj !
ui(t, ·)dt,
êîìïëåêñíà ìàòðèöß A ¹ íåâèðîäæåíîþ, ÷èñëî a¯ ïîçíà÷à¹ êîìïëåêñíî ñïðßæåíå
ç a ÷èñëî.
Ó ðàçi p = 3 i îäèíè÷íié ìàòðèöi A ñèñòåìà îïèñó¹ [1] íàïðóæåíèé ñòàí
içîòðîïíîãî îäíîðiäíîãî ïðóæíîãî òiëà ó ñåðåäîâèùi ãóñòèíè σ ç êîåôiöi¹íòàìè
Ëßìå λ∗ òà µ∗.
Êîîðäèíàòè øóêàíîãî ðîçâ'ßçêó u = col (u1, . . . , up) ¹ ôóíêöißìè çìiííî¨
t ∈ [0, T ], ßêi ïðèéìàþòü çíà÷åííß ó øêàëi ïðîñòîðiâ {HαM}α∈R, ôóíêöi¨ ϕji
òàêîæ íàëåæàòü öié øêàëi. Ïðîñòið HαM  ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ßêèé îòðèìàíèé
ïîïîâíåííßì ìíîæèíè HM (ìàéæå) ïåðiîäè÷íèõ çi ñïåêòðîì M ìíîãî÷ëåíiâ
v(x) =
∑
k vke
i(µk,x) çà íîðìîþ, ùî ïîðîäæåíà ñêàëßðíèì äîáóòêîì
(v, w; HαM ) =
∑
k∈Zp
vkw¯k(1 + ‖µk‖2)α,
äå ‖ · ‖ åâêëiäîâà íîðìà â Rp, µk = (µk1, . . . , µkp) åëåìåíòè ñïåêòðó M ⊂ Rp,
ßêèé ái¹êòèâíî âiäîáðàæà¹òüñß íà Zp i äëß äåßêèõ ~d = (d1, d2) òà ~θ = (θ1, θ2) äëß
âñiõ k ∈ Zp çàäîâîëüíß¹ óìîâó çðîñòàííß
d1‖k‖θ1 6 ‖µk‖ 6 d2‖k‖θ2 , 0 < d1 6 d2, 0 < θ1 6 θ2.
Ïðè µk = k ìà¹ìî ïðîñòið Ñîáîë¹âà Hα ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.
Çàäà÷à (1), (2) íåêîðåêòíà ó ñåíñi Àäàìàðà, à ¨¨ äîñëiäæåííß ïîâ'ßçàíå ç
ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ [2].
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Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ¹äèíîñòi ðîçâ'ßçêó çàäà÷i (1), (2) ó
øêàëi {HαM}α∈R íåîáõiäíi óìîâè, íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè òà äîñòàòíi óìîâè
éîãî iñíóâàííß.
Ïîêàçàíî, ùî ìàëi çíàìåííèêè âèíèêàþòü ëèøå çà óìîâè α1α2 6= 0, à òàêîæ
çà óìîâè ~α = 0 äëß ìîìåíòiâ íóëüîâîãîM(0;u) òà ïåðøîãîM(1;u) ïîðßäêó.
Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó [3] íà âiäðiçêó [T0, T1] çìiíè ïàðàìåòðà
T , äå 0 < T0 < T1 < ∞, äëß ìàéæå âñiõ T ∈ [T0, T1] îòðèìàíî îöiíêè çíèçó
àáñîëþòíèõ âåëè÷èí âiäïîâiäíèõ ìàëèõ çíàìåííèêiâ çàäà÷i âèðàçàìè
C0
(
1 + ‖µk‖2
)−γ0/2
çi ñòàëîþ C0 = C0(T ) i íåçàëåæíîþ âiä T ñòàëîþ γ0 ∈ R.
Íà âóæ÷ié ïiäìíîæèíi (ìiðè íå ìåíøî¨, íiæ T1−T0− ε, äå εäîâiëüíå ìàëå
÷èñëî) âñòàíîâëåíî ðiâíîìiðíi ùîäî T îöiíêè.
Ó ïðîöåñi äîâåäåííß ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñß óìîâà ãiïåðáîëi÷íîñòi òà
àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà M .
Äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ßçíîñòi çàäà÷i (1), (2) ó øêàëi {HαM}α∈R íàáëèæàþòüñß
äî íåîáõiäíèõ òèì áëèæ÷å, ÷èì áëèæ÷å äî íóëß ÷èñëî p/θ1, äå pðîçìiðíiñòü
ñèñòåìè (1), à θ1 øâèäêiñòü (ïîðßäîê) çðîñòàííß äîâæèí âåêòîðiâ µk çi ñïåêòðà
M ñòîñîâíî äîâæèíè âåêòîðà k ∈ Zp.
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü i óòî÷íþþòü ðåçóëüòàòè ðîáîòè [4] òà
äîïîâíþþòü ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè àâòîðà (äèâ. [5]).
[1] Ñåäîâ Ë.È. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû.  Ì.: Íàóêà, 1970.  Ò. 1.  492 ñ.
[2] Ïòàøíèê Á.É., Iëüêiâ Â.Ñ., Êìiòü I.ß., Ïîëiùóê Â.Ì. Íåëîêàëüíi êðàéîâi çàäà÷i
äëß ðiâíßíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.  Ì.: Íàóê. äóìêà, 2002.  416 ñ.
[3] Iëüêiâ Â.Ñ., Ïòàøíèê Á.É. Çàäà÷à ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëß ðiâíßíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè. Ìåòðè÷íèé ïiäõiä äî ïðîáëåìè ìàëèõ çíàìåííèêiâ // Óêð. ìàò.
æóðí.  2006.  58,  12.  Ñ. 16241650.
[4] Êóçü À.Ì., Ïòàøíèê Á.É. Çàäà÷à ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà ÷àñîì äëß ñèñòåìè
ðiâíßíü äèíàìi÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi // Ìàò. ìåòîäè i ôiç.-ìåõ. ïîëß.  2013.  56,
 4.  Ñ. 4053.
[5] Iëüêiâ Â.Ñ., Íèòðåáè÷ Ç.Ì., Ïóêà÷ Ï.ß. Çàäà÷à ç iíòåãðî-êðàéîâèìè óìîâàìè
äëß ñèñòåìè ðiâíßíü Ëßìå ó ïðîñòîðàõ ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié // Áóêîâ. ìàò.
æóðí.  2015.  3,  2.  Ñ. 2741.
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ÓÄÊ 539.4
Äîñëiäæåííß ìiöíîñòi àíiçîòðîïíèõ ìàòåðiàëiâ ç
îði¹íòîâàíîþ ñòðóêòóðîþ äåôåêòiâ
Êâiò Ð. I., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Äåßêi âèäè òåõíîëîãi÷íèõ îáðîáîê ìàòåðiàëiâ i âèðîáiâ ç íèõ (òåðìîìåõàíi÷íà
îáðîáêà, ïàòåíòóâàííß, ãàðß÷à îáðîáêà òèñêîì òà ií.) âåäóòü äî çìiíè ñòðóêòóðè
äåôåêòiâ, ¨õ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ. Äëß ìàòåðiàëiâ, îòðèìàíèõ ó ðåçóëüòàòi
òàêèõ îáðîáîê, õàðàêòåðíà àíiçîòðîïiß ìåõàíi÷íèõ âëàñòèâîñòåé [1  3]. Âîíà
çóìîâëåíà, ïåðø çà âñå, ïåðåâàæàþ÷îþ îði¹íòàöi¹þ äåôåêòiâ ìàòåðiàëó (âêëþ-
÷åíü, ïóñòîò), à òàêîæ îêðåìèõ ñêëàäîâèõ ñòðóêòóðè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó
îöiíêó ìiöíîñòi àíiçîòðîïíîãî ìàòåðiàëó ìîæíà çâåñòè äî çàäà÷i ïðî êðèõêó
ìiöíiñòü ìîäåëüíîãî ìàòåðiëó ç ïåâíèì ÷èíîì îði¹íòîâàíèìè äåôåêòàìè òèïó
òðiùèí. Çîêðåìà, îáðîáêà ñòàëi, ßêà ñóïðîâîäæó¹òüñß ïëàñòè÷íîþ äåôîðìàöi¹þ,
ïðèâîäèòü äî íàïðàâëåíî¨ ñòðóêòóðè íåìåòàëi÷íèõ âêëþ÷åíü [4].
Ðîçãëßäà¹ìî içîòðîïíó äî òåõíîëîãi÷íî¨ îáðîáêè ïëàñòèíó, â ßêié ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi òðiùèíè, ùî íå âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ. Ïëàñòèíà ïåðåáó-
âà¹ â ïëîñêîìó äâîâiñíîìó ïîëi îäíîðiäíèõ ñèë p òà q (q = ηp), ßêi ìîæíà òðàêòó-
âàòè ßê ãîëîâíi íàïðóæåííß çà ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó. Òðiùèíè õàðàêòå-
ðèçóþòüñß äâîìà ïàðàìåòðàìè îði¹íòàöi¹þ (êóò α íàõèëó âiäíîñíî íàïðßìêó
äi¨ ñèëè p) òà äîâæèíîþ 2l. Ïðèéìà¹ìî ðiâíîéìîâiðíó îði¹íòàöiþ äåôåêòiâ. Òîäi
ùiëüíiñòü iìîâiðíîñòi îði¹íòàöi¨ äåôåêòiâ:
f(α) =
2
pi
, 0 6 α 6 pi
2
. (1)
Çàïèøåìî ùiëüíiñòü iìîâiðíîñòi îði¹íòàöi¨ äåôåêòiâ ïiñëß îáðîáêè òàê:
f1(α) =
2
pi
Ψ(α) , (2)
äå Ψ(α)ôóíêöiß âïëèâó îáðîáêè íà îði¹íòàöiþ.
Ïðè Ψ(α) = 1 îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó (1) (içîòðîïíèé
ìàòåðiàë). Äëß çàïèñó ôóíêöi¨ Ψ(α) çàñòîñó¹ìî çðiçàíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
[5] (îáðîáêà ñóïðîâîäæó¹òüñß íàïðàâëåíîþ ïëàñòè÷íîþ äåôîðìàöi¹þ):
Ψ(α) =
1
γσ
√
2pi
exp
(
−(α− α0)
2
2σ2
)
, α1 6 α 6 α2 . (3)
Òóò α1 òà α2  ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè àíiçîòðîïíîãî ìàòåðiàëó, α0 ïàðàìåòð
ïîëîæåííß, σïàðàìåòð ìàñøòàáó (σ = α2−α03 ), γ íîðìóþ÷èé ìíîæíèê (ñòó-
ïiíü çðiçàííß):
γ = Φ
(
α2 − α0
σ
)
− Φ
(
α1 − α0
σ
)
,
äå Φ(t) = 1√
2pi
t∫
0
exp
(
−x22
)
dxôóíêöiß Ëàïëàñà.
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Ïåðåâàæàþ÷à îði¹íòàöiß äåôåêòiâ âèçíà÷à¹òüñß êóòîì α0 òà iíòåðâàëîì çði-
çàííß |α2 − α1|.
Ïðè âèáîði çàêîíó ðîçïîäiëó äåôåêòiâ çà ðîçìiðîì âðàõîâó¹ìî, ùî çi çáiëü-
øåííßì ðîçìiðó äåôåêòó çìåíøó¹òüñß éìîâiðíiñòü éîãî ïðèñóòíîñòi. Òîìó ùiëü-
íiñòü iìîâiðíîñòi ðîçìiðó l äåôåêòiâ àíiçîòðîïíîãî ìàòåðiàëó çàïèøåòüñß ó
âèãëßäi áåòà-ðîçïîäiëó:
f2(l) =
r + 1
l1
(
1− l
l1
)r
(0 6 l 6 l1) , (4)
äå r > 0 õàðàêòåðèñòèêà îäíîðiäíîñòi ìàòåðiàëó (çi çáiëüøåííßì r çáiëüøó¹òü-
ñß éìîâiðíiñòü ïðèñóòíîñòi ìàëèõ äåôåêòiâ), l1  ñòðóêòóðíà êîíñòàíòà ìàòåðià-
ëó.
Äëß õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðiäíîñòi ñòðóêòóðè àíiçîòðîïíîãî ìàòåðiàëó çà-
ñòîñîâó¹ìî ùiëüíiñòü ñóìiñíîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí α òà l: f(α, l) = f1(α)f2(l).
Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííß (2)  (4), îòðèìà¹ìî
f(α, l) =
2(r + 1)
pil1
Ψ(α)
(
1− l
l1
)r
. (5)
Ðîçãëßäà¹ìî ïëàñòèíó ßê ñóêóïíiñòü N ïåðâèííèõ åëåìåíòiâ (ç îäíîþ òði-
ùèíîþ). Âiäïîâiäíî äî ãiïîòåçè Âåéáóëà ïðî íàéñëàáøó ëàíêó, ãðàíè÷íå (ðóé-
íiâíå) íàâàíòàæåííß äëß ïëàñòèíè ñïiâïàäà¹ ç ãðàíè÷íèì íàâàíòàæåííßì äëß
¨¨ íàéìåíø ìiöíîãî åëåìåíòà. Iíòåãðàëüíà ôóíêöiß ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ðóé-
íiâíîãî íàâàíòàæåííß (âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè) äëß åëåìåíòà ïëàñòèíè ç îäíèì
äåôåêòîì, àíàëîãi÷íî ßê i äëß içîòðîïíîãî ìàòåðiàëó [6] :
F1(|p|, η) = 2(r + 1)
pil1
∫∫
p(α,l,η)6p∗
Ψ(α)
(
1− l
l1
)r
dαdl , pmin 6 p 6∞ . (6)
Òóò iíòåãðóâàííß çäiéñíþ¹òüñß ïî òèõ ìîæëèâèõ çíà÷åííßõ α òà l ç ¨õ îáëàñòi
iñíóâàííß, äëß ßêèõ âèêîíó¹òüñß íåðiâíiñòü p(α, l, η) 6 p∗.
Ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííß p∗ âèçíà÷à¹òüñß [7] òàê:
|p∗| = Kl−0,5 ϕi(α, η, ρ), K = pi−0,5KIc (i = 1, 2),
äå KIc êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü (ñòàëà, ßêà õàðàêòåðèçó¹ îïið ìà-
òåðiàëó ïîøèðåííþ òðiùèíè, ρêîåôiöi¹íò òåðòß ìiæ ¨¨ áåðåãàìè, 0 6 ρ 6 1).
Ôóíêöiß ϕi(α, η, ρ) çàëåæíî âiä òèïó òðiùèíè:
à) äëß âiäêðèòèõ òðiùèí, σn > 0
ϕ1(α, η) = sec
2 θ∗
2
[
cos
θ∗
2
(sin2α+ η cos2α)− 1, 5 (1− η) sin 2|α| sin θ∗
2
]−1
,
äå θ = θ∗ êóò, ùî âèçíà÷à¹ ïî÷àòêîâèé íàïðßìîê ïîøèðåííß òðiùèíè:
θ∗ = 2 arctg
1−√1 + 8b2
4b
; b =
(1− η) sin 2|α|
2 (sin2α+ η cos2α)
;
σn íîðìàëüíi äî ëiíi¨ òðiùèíè íàïðóæåííß (σn = p sin2α+ q cos2α);
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á) äëß çàêðèòèõ òðiùèí, σn < 0
ϕ2(α, η, ρ) = 0, 25
√
3
[
(1− η) sin 2|α|+ 2ρ sign p (sin2α+ η cos2α)]−1 .
ßêùî ïëàñòèíà ìiñòèòü N äåôåêòiâ, òî ôóíêöiß ðîçïîäiëó ðóéíiâíîãî íàâàí-
òàæåííß äëß íå¨, âiäïîâiäíî äî âèðàçó (6), áóäå òàêîþ:
FN (|p|, η) = 1−
1− 2(r + 1)
pil1
∫∫
p(α,l,η)6p∗
Ψ(α)
(
1− l
l1
)r
dαdl

N
.
ßêùî âiäîìà ôóíêöiß ðîçïîäiëó FN (|p|, η), òî ìîæíà çíàéòè ñòàòèñòè÷íi õà-
ðàêòåðèñòèêè ìiöíîñòi àíiçîòðîïíî¨ ïëàñòèíè ç âiäïîâiäíèìè ðîçìiðàìè (âiä-
ïîâiäíîþ êiëüêiñòþ N äåôåêòiâ): ñåðåäí¹ òà íàéiìîâiðíiøå çíà÷åííß, âåëè÷èíó
íàâàíòàæåííß, ßêà âiäïîâiäà¹ çàäàíié iìîâiðíîñòi çðóéíóâàííß, äèñïåðñiþ òà êî-
åôiöi¹íò çìiíè ìiöíîñòi.
[1] Yangi Yin-Huan. The non-local theory solution of orthotropic compisite materials on the
stress ﬁeld near the crack tips // J. Solid Mech. and Mater. Eng. 2009. 3, No. 9.
P. 1081 1089.
[2] Êàìèíñêèé À.À.,Êóð÷àêîâ Å.Å., Ãàâðèëîâ Ã.Â. Î âëèßíèè ðàñòßãèâàþùåé âäîëü
òðåùèíû íàãðóçêè íà ôîðìèðîâàíèå çîíû ïëàñòè÷íîñòè â àíèçîòðîïíîì òå-
ëå //Ïðèêë. ìåõàíèêà. 2010. 46,  6. Ñ. 27 42.
[3] Das S.,Mukhopadhyay S., Prasad R. Stress intensyty factor of an edge crack in bonded
orthotropic materials // Int. J. Fract. 2011. 168, No. 1. P. 117 123.
[4] Êèñëèíã Ð.,Ëàíãå Í. Íåìåòàëëè÷åñêèå âêëþ÷åíèß â ñòàëè. Ìåòàëëóðãèß, 1968.
124 c.
[5] Âàäçèíñêèé Ð.Í. Ñïðàâî÷íèê ïî âåðîßòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèßì.
ÑÏá.:Íàóêà, 2001. 295 c.
[6] Âèòâèöêèé Ï.Ì.,Ïîïèíà Ñ.Þ. Ïðî÷íîñòü è êðèòåðèè õðóïêîãî ðàçðóøåíèß ñòî-
õàñòè÷åñêè äåôåêòíûõ òåë. Êèåâ:Íàóêîâà äóìêà, 1980. 186 c.
[7] Ïàíàñþê Â.Â. Ìåõàíèêà êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèß ìàòåðèàëîâ. Êèåâ:Íàóêîâà
äóìêà, 1991. 416 c.
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ÓÄÊ 517.764
Î äèôôåîìîðôèçìàõ (ïñåâäî-)ðèìàíîâûõ
ïðîñòðàíñòâ ñî ñïåöèàëüíîé êóáè÷åñêîé àôôèíîðíîé
ñòðóêòóðîé
ÊóðáàòîâàÈ.Í., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè
ÐåãðóòÂ. Â., ñòóä. 6 êóðñà
Îäåññêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì.È.È.Ìå÷íèêîâà
(óë.Äâîðßíñêàß, 2, ã. Îäåññà, 65001, Óêðà¨íà)
Ìû ïðîäîëæàåì íà÷àòûå â ( [1])èññëåäîâàíèß pF-ïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèé
(ïñåâäî-)ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ (Vn, gij , F hi ) è (V n, gij , F
h
i ) ñ àáñîëþòíî ïàðàë-
ëåëüíîé êóáè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, îñíîâíûå óðàâíåíèß êîòîðûõ â îáùåé ïî îòîá-
ðàæåíèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò (xi) èìåþò âèä:
Γ
h
ij(x) = Γ
h
ij(x) +
2∑
s=0
s
q(i(x)
s
F hj)(x),
ãäå
◦
F hi = δ
h
i ,
1
F hi = F
h
i ,
2
F hi =
1
Fαi
1
F hα ,
s
F hi (x) =
s
F
h
i (x),
F hαF
α
β F
β
i = δ
h
i , giαF
α
j = gjαF
α
i , F
h
i,j = F
h
i|j = 0,
Γhij , Γ
h
ij - êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ñâßçíîñòè Vn è V n, ñîîòâåòñòâåííî;
s
qi(x) - íåêî-
òîðûå êîâåêòîðû; F hi - àôôèíîð; <,>, < | > - çíàêè êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
â Vn è V n.
Óñëîâèß íà àôôèíîð óêàçàííîãî òèïà ßâëßþòñß äîâîëüíî æåñòêèìè è âëå-
êóò çà ñîáîé ïðèâîäèìîñòü ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, Vn è V n,
íàõîäßùèåñß â 2F-ïëàíàðíîì îòîáðàæåíèè, ßâëßþòñß ëîêàëüíî ïðèâîäèìûìè è
ðàñïàäàþòñß â ïðîèçâåäåíèå
Vn = Vm × Vn−m, V n = V m × V n−m.
Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî íà êîìïîíåíòàõ ýòîãî ïðîèçâåäåíèß 2F-ïëàíàðíîå îòîá-
ðàæåíèå
f : Vn −→ V n
èíäóöèðóåò ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ( [2])
f1 : Vm −→ V m,
è F-ïëàíàðíîå îòîáðàæåíèå( [2])
f2 : Vn−m −→ V n−m,
ñîîòâåòñòâóþùåå àôôèíîðó
∼
FBA (x
C) îïðåäåëåííîãî òèïà A,B,C = m + 1,m +
+ 2, . . . , n.
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Ïðè äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè ìû âûßñíèëè, ÷òî àôôèíîð
∼
FBA (x
C) â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Vn−m, V n−m õàðàêòåðèçóåòñß ñâîéñòâàìè
∼
FBA
∼
FAC = −δBC , gAB
∼
FBC = gCB
∼
FBA ,
∼
FBA,C =
∼
FBA|C = 0,
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Vn, ñíàáæåííîå àôôèíîðíîé ñòðóêòóðîé ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî òèïà è äîïóñêàþùåå 2F-ïëàíàðíîå îòîáðàæåíèå íà ïëîñêîå
f : Vn −→ V n = En,
ßâëßåòñß ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïîñòîßííîé êðèâèçíû Vm íà ïëîñêîå
Vn−m = En−m.
Ìû òàêæå äîêàçàëè àíàëîãè èçâåñòíîé â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ òåîðåìû ßíî-Âåñòëýéêà î òîì, ÷òî ðèìàíîâû ïðîñòðàí-
ñòâà ñ óêàçàííîé àôôèíîðíîé ñòðóêòóðîé íå äîïóñêàþò íåòðèâèàëüíûõ ãåîäå-
çè÷åñêèõ è F -ïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèé, ïðåäñòàâëßþùèõ ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè
2F -ïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèé .
[1] Ðåãðóò Â.Â., Êóðáàòîâà È.Í. Î 2F-ïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèßõ ðèìàíîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ êóáè÷åñêîé àáñîëþòíî ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðîé. Òåçèñû äîêëàäîâ
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ãåîìåòðèß â Îäåññå - 2015". Îäåññà, 2015. ñ.84
[2] Mikes J., Vanzurova A., Hinterleitner I. Geodesic Mappings and Some
Generalizations. Palacky University, Olomouc, Faculty of Science. Olomouc, 2009.
304 ñ.
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ÓÄÊ 539.3
Âàðiàöiéíèé ìåòîä äîñäiäæåííß
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó øàðóâàòèõ
àíiçîòðîïíèõ ñòðóêòóð ïðè íàßâíîñòi çîí íåiäåàëüíîãî
ìiæôàçíîãî êîíòàêòó
ËàçüêîÂ. À., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
ËîçáåíüÂ.Ë., ê.ò.í., äîö. êàô. ÂÌ
ÆåëiçíßêÉ. Ð., ñò.âèêë êàô.ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ðîçãëßäà¹òüñß øàðóâàòà àíiçîòðîïíà ñòðóêòóðà, ñêëàäåíà ç N îäíîðiäíèõ
êðèâîëiíiéíèõ øàðiâ, êîæåí ç ßêèõ çàéìà¹ òðüîõâèìiðíó îáëàñòü V , ßêà çíà-
õîäèòüñß ïiä äi¹þ ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü, ïðèêëàäåíèõ äî çîâíiøíiõ ïîâåðõîíü i
êðàéîâèõ çóñèëü i ìiñòèòü ßê çîíè iäåàëüíîãî ìiæôàçíîãî ìåõàíi÷íîãî êîíòàêòó,
òàê i çîíè çñóâíîãî àáî íîðìàëüíîãî ðîçøàðóâàííß. Äëß ðîçãëßäóâàëüíî¨ ñòðóê-
òóðè ââîäèòüñß ôóíêöiîíàë I. Äîâåäåíà òåîðåìà: âàðiàöiéíå ðiâíßííß δI = 0
ìiñòèòü â ßêîñòi ðiâíßíü Åéëåðà âñi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíßííß òåîði¨ ïðóæíîñòi
äëß ðîçãëßäóâàíî¨ øàðóâàòî¨ ñòðóêòóðè, à â ßêîñòi Åéëåðîâèõ óìîâ  ãðàíè÷íi
óìîâè íà ïîâåðõíßõ, Ùî îáìåæóþòü ïàêåò, à òàêîæ êiíåìàòè÷íi óìîâè â çî-
íàõ êîíòàêòó. Ñôîðìóëüîâàíèé âàðiàöiéíèé ïðèíöèï âèêîðèñòàíèé äëß ïîáóäî-
âè äâîõâèìiðíèõ ðiâíßíü äëß øàðóâàòèõ îáîëîíîê i ïëàñòèí. Ðîçðîáëåíèé ìåòîä
{m,n}àïðîêñèìàöi¨ õàðàêòåðèñòèê íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó êîæíîãî ç
øàðiâ ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà. Â ðàìêàõ {1, 0}àïðîêñèìàöi¨ âàðiàöiéíèé ìåòîä
âèêîðèñòàíèé äëß äîñëiäæåííß íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó äâîõøàðîâî¨
òðàíñâåðñàëüíî-içîòðîïíî¨ ïëàñòèíè ç äâîìà êðàéîâèìè çîíàìè ïîâíîãî ðîçøà-
ðóâàííß. Ïðîàíàëiçîâàíî çàëåæíiñòü êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü â çîíi iäåàëüíîãî
ìåõàíi÷íîãî êîíòàêòó âiä ôiçèêî-ìåçàíi÷íèõ i ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ïëàñòè-
íè.
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ÓÄÊ 517.956.4
Ïðî ðiçíi óìîâè Ãåëüäåðà íà êîåôiöi¹íòè âèðîäæåíèõ
ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíßíü òèïó Êîëìîãîðîâà
Ìåäèíñüêèé I. Ï., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Çàäà÷à ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ßçêó çàäà÷i Êîøi äëß âèðîäæåíîãî
ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíßííß òèïó Êîëìîãîðîâà ç êîåôiöi¹íòàìè, ßêi çàëåæàòü âiä
óñiõ çìiííèõ ðîçâ'ßçóâàëàñü çà ðiçíèõ ïðèïóùåíü íà êîåôiöi¹íòè, çîêðåìà âèêî-
ðèñòîâóâàëèñü ðiçíi óìîâè Ãåëüäåðà. Çâ'ßçîê ìiæ äåßêèìè ç íèõ ðîçãëßíóòî â
ïîâiäîìëåííi. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðîñòîðîâà çìiííà x ∈ Rn ñêëàäà¹òüñß ç äâîõ
ãðóï çìiííèõ: îñíîâíî¨ ãðóïè x1 ∈ Rn1 i ãðóïè çìiííèõ âèðîäæåííß x2 ∈ Rn2 , äå
xj := (xj1, . . . , xjnj ) ∈ Rnj , j ∈ {1, 2}, òàê ùî x := (x1, x2), 1 6 n2 6 n1, n = n1 +
+ n2. ×åðåç a ïîçíà÷àòèìåìî îáìåæåíó é íåïåðåðâíó íà [0, T ] × Rn êîìïëåêñ-
íîçíà÷íó ôóíêöiþ. Â ïðàöi [1], êðiì óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi, âèêîðèñòîâóâàëàñü
òàêà óìîâà íà êîåôiöi¹íòàìè ðiâíßííß:
∃H > 0 ∃α ∈ (0, 1) ∀{(t, τ) ⊂ [0, T ]∀{x, y} ⊂ Rn :
|a(t, x)− a(t, ó)| 6 H(d(t,X(t− τ); τ, y))α, (1)
äå X(t) := (X1(t), X2(t)), X1(t) := x1, X2(t) := x2 + txˆ1, xˆ1 := (x11, . . . , x1n2) 
ïàðàìåòðè÷íi òî÷êè; d(x, y) := |x1− y1|+ |x2− y2|m1/m2 , d(t, x; τ, y) := |t− τ |m1 +
+ d(x, y)  ïàðàáîëi÷íi âiäñòàíi; m1 := 1/2,m2 := 3/2 .
Ïðîïîíó¹òüñß âèêîðèñòîâóâàòè çàìiñòü (1) íàñòóïíi óìîâè:
∃H1 > 0 ∃α1 ∈ (0, 1) ∀t ∈ [0, T ] ∀{x1, y1} ⊂ Rn1 ∀x2 ∈ Rn2 :
|a(t, (x1, x2))− a(t, (y1, x2))| 6 H1|x1 − y1|α1 , (2)
∃H2 > 0 ∃α2 ∈ (0, 2/3) ∀{t, h} ⊂ [0, T ]∀x1 ∈ Rn1 ∀{x2, y2} ⊂ Rn2 :
|a(t, (x1, x2))− a(t, (x1, y2))| 6 H2(hm2α2 + |X2(h)− y2|α2). (3)
Ç óìîâè (3) ïðè h = 0 âèïëèâà¹ çâè÷àéíà óìîâà Ãåëüäåðà çà çìiííîþ x2. Çàóâà-
æèìî, ùî ßêùî ôóíêöiß a çàäîâîëüíß¹ óìîâó Ãåëüäåðà çà çìiíííîþ t ç ïîêàç-
íèêîì α/2, óìîâè (2) òà (3) ç ïîêàçíèêàìè α1 = α òà α2 = α/3, âiäïîâiäíî, òî
óìîâà (1) ñïðàâäæó¹òüñß ç ïîêàçíèêîì α. Äiéñíî
|a(t, x)− a(t, y)| 6 |a(t, x)− a(τ, x)|+ |a(τ, (x1, x2))− a(τ, (y1, x2))|+
+|a(τ, (y1, x2))− a(τ, (y1, y2))| 6 H(d(t, x; τ, y))α.
Äîñòàòíþ óìîâó âèêîíàííß (3) äà¹ íàñòóïíà ëåìà.
Ëåìà. Íåõàé a  íåïåðåðâíà é îáìåæåíà ôóíêöiß íà Π[0,T ], ßêà çàäîâîëüíß¹
óìîâó
∃H3 > 0 ∃α2 ∈ (1/3, 2/3] ∀{(t, x), (t, z(2))} ⊂ Π[0,T ] :
|∆z2x2a(t, x)| 6 H3(Tm1 + |xˆ1|)−m2α2 |x2 − z2|m2α2 . (4)
Òîäi ñïðàâäæó¹òüñß íåðiâíiñòü (3).
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Äîâåäåííß. Äîñèòü äîâåñòè îáìåæåíiñòü âiäíîøåííß
R := |∆z2x2a(t, x)|(hm2α2 + |X2(h)− z2|α2)−1
äëß âñiõ {(t, x), (t, z(2))} ⊂ Π[0,T ] òà h ∈ (0, T ].
Ó âèïàäêó hm2α2 + |X2(h)− z2|α2 > Tm2α2 , ìà¹ìî
R 6 T−m2α2 |∆z2x2a(t, x)| 6 2MT−m2α2 , (5)
äå M  ñòàëà, ùî îáìåæó¹ ìîäóëü ôóíêöi¨ a. Íåõàé òåïåð ñïðàâäæó¹òüñß ïðî-
òèëåæíà íåðiâíiñòü
hm2α2 + |X2(h)− z2|α2 6 Tm2α2 . (6)
Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íåðiâíiñòü
|x2 − z2| 6 h|xˆ1|+ |X2(h)− z2|, h ∈ [0, T ]. (7)
Ìîæëèâi òàêi âèïàäêè : 1) h|xˆ1| 6 |X2(h)− z2| òà
2) h|xˆ1| > |X2(h)− z2|. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, çà äîïîìîãîþ (4) i (7), îòðèìà¹ìî
R 6 H3(h|xˆ1|+ |X2(h)− z2|)m2α2(hm2α2 + |X2(h)− z2|α2)−1×
×(Tm1 + |xˆ1|)−m2α2 6 H32α2(hm2α2 + |X2(h)− z2|α2)−1×
×|X2(h)− z2|m2α2(Tm1 + |xˆ1|)−m2α2 6 H4(Tm1(Tm1 + |xˆ1|)−1)m2α2×
×((T−m1 |X2(h)− z2|)m2α2(hm2α2 + (T−m1 |X2(h)− z2|)m2α2)−1) 6
6 H4, H4 = H32m2α2 . (8)
Òóò âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü |X2(h)−z2|α2 > (T−m1 |X2(h)−z2|)m2α2 , ßêà ñïðàâ-
äæó¹òüñß íà ïiäñòàâi (6).
Ó äðóãîìó âèïàäêó îöiíþâàííß âiäíîøåííß R ïðîâîäèìî àíàëîãi÷íî. Ìà¹ìî
R 6 H3(h|xˆ1|+ |X2(h)− z2|)m2α2(hm2α2 + |X2(h)− z2|α2)−1×
×(Tm1 + |xˆ1|)−m2α2 6 H32α2(hm2α2(hm2α2 + |X2(h)− z2|α2)−1)×
×(|xˆ1|(Tm1 + |xˆ1|)−1)m2α2 6 H4. (9)
Ç íåðiâíîñòåé (5),(8) i (9) âèïëèâà¹ ïîòðiáíà îöiíêà (3) iç ñòàëîþ H2 =
= max{2MT−m2α2 , H4}. 
[1] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory of
diﬀerential and pseudo-diﬀerential equations of parabolic type //Operator Theory: Adv.
and Appl. 2004.  152.  390 p.
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ÓÄÊ 517.764
Äèôôåîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèé ñ
ðåêóððåíòíî-ïàðàáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
ÍåæóðåíêîÀ. Ñ., ñòóäåíò 6 êóðñà
ÊóðáàòîâàÈ.Í., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè
Îäåññêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì.È.È.Ìå÷íèêîâà
(óë.Äâîðßíñêàß, 2, ã. Îäåññà, 65001, Óêðà¨íà)
Ìíîãîîáðàçèå Xn ñ÷èòàåòñß íàäåëåííûì e-ñòðóêòóðîþ , åñëè íà íåì îïðå-
äåëåíà àôôèíîðíàß ñòðóêòóðà F hi (x), óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèßì F
α
i F
h
α = eδ
h
i ,
ãäå e = −1, 1 èëè 0. Ïðè e = 1 åå íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêîé; ïðè e = −1 -
ýëëèïòè÷åñêîé; ïðè e = 0 - ïàðàáîëè÷åñêîé.
Â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â çàâèñèìîñòè îò äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ
àôôèíîðà e-ñòðóêòóðû, âûäåëßþò òàêèå êëàññû :
êåëåðîâî - ïðè F hi,j = 0, ãäå ¾,¿ - çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â Vn;
K-ïðîñòðàíñòâî  ïðè F hi,j + F
h
j,i = 0;
H-ïðîñòðàíñòâî - ïðè Fhi,j + Fij,h + Fjh,i = 0, ãäå Fhi = ghαFαi è äð.
Â ( [1])áûëî ââåäåíî ïîíßòèå ðåêóððåíòíî-ïàðàáîëè÷åñêîé àôôèíîðíîé
ñòðóêòóðû F hi (x) íà ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (Vn, gij), êîòîðàß õàðàêòåðèçóåòñß
óñëîâèßìè
Fαi F
h
α = 0, Fij + Fji = 0, Fij = F
α
j gαi,
F hi,j = ρj(x)F
h
i (x),
ãäå ρj - êîâåêòîð, ¾,¿ - çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â Vn. Ñàìî Vn ïðè ýòîì
òàêæå íàçûâàåòñß ðåêóððåíòíî-ïàðàáîëè÷åñêèì.
Çàìåòèì, ÷òî äëß ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî ñëó÷àåâ ðåêóððåíò-
íîñòü êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé àôôèíîðà ïðèâîäèò ïðîñòî ê êîâàðèàíòíîìó
ïîñòîßíñòâó F hi,j = 0.
Ðàññìîòðèì ïàðó ðåêóððåíòíî-ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Vn, gij , F hi ) è
(V n, gij , F
h
i ), íàõîäßùèõñß â ãåîäåçè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ( [2])ñ ñîõðàíåíèåì àô-
ôèíîðíîé ñòðóêòóðû. Èõ îñíîâíûå óðàâíåíèß â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå
êîîðäèíàò (xi) èìåþò âèä
Γ
h
ij(x) = Γ
h
ij(x) + ψ(i(x)δ
h
j),
F
h
i = F
h
i ,
ãäå Γ
h
ij ,Γ
h
ij - êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ñâßçíîñòè ïðîñòðàíñòâ V n è Vn, ñîîòâåò-
ñòâåííî; ψi - êîâåêòîð.
Ïðè ýòîì
Fαi F
h
α = 0, Fij + Fji = 0, F ij + F ji = 0,
Fij = F
α
j gαi, F ij = F
α
j gαi,
F hi,j = ρj(x)F
h
i (x), F
h
i|j = ρj(x)F
h
i (x),
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ãäå ¾|¿ - çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â V n.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ââèäó ñîõðàíåíèß ñòðóêòóðû òàêîå îòîáðàæåíèå âûðîæäà-
åòñß â àôôèííîå, òî åñòü ßâëßåòñß òðèâèàëüíûì. Ýòîò ôàêò ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
àíàëîã òåîðåìû ßíî-Âåñòëýéêà â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé êåëåðîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.
Â ( [1])èçó÷àëèñü íåêîòîðûå âîïðîñû êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
(ÊÃÎ) ðåêóððåíòíî-ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, îñíîâíûå óðàâíåíèß êîòîðûõ
â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò (xi) èìåþò âèä
Γ
h
ij(x) = Γ
h
ij(x) + ψ(i(x)δ
h
j) + ϕ(i(x)F
h
j)(x)
F
h
i = F
h
i ,
Fαi F
h
α = 0, Fij + Fji = 0, F ij + F ji = 0,
Fij = F
α
j gαi, F ij = F
α
j gαi,
F hi,j = ρj(x)F
h
i (x), F
h
i|j = ρj(x)F
h
i (x),
ãäå ψi, ϕi - íåêîòîðûå êîâåêòîðû.
Â ÷àñòíîñòè, òàì ðàññìîòðåíî ÊÃÎ ðåêóððåíòíî-ïàðàáîëè÷åñêîãî Vn íà ïëîñ-
êîå ïðîñòðàíñòâî En . Ïîëó÷åíà ñòðóêòóðà òåíçîðà Ðèìàíà òàêîãî Vn (êâàçè-
ïëîñêîãî). Ìû æå äîêàçàëè àíàëîã òåîðåìû Áåëüòðàìè â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî, ïîêàçàëè, ÷òî òàêàß ñòðóêòóðà
òåíçîðà Ðèìàíà ðåêóððåíòíî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ßâëßåòñß íåîáõî-
äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû îíî äîïóñêàëî êâàçè-ãåîäåçè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå íà ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî.
[1] Êóðáàòîâà È.Í., Ñèñþê Î.Ò. Êâàçèãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèß ðåêóððåíòíî-
ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.  Proceedings of the International Geometry Center ,
V.8, 1, 2015.  p. 57-66.
[2] Mikes J., Vanzurova A., Hinterleitner I. Geodesic Mappings and Some
Generalizations. Palacky University, Olomouc, Faculty of Science. Olomouc,2009.
304 p.
32
PSC-IMFS-12 (23 ÷åðâíß 2016 ðîêó) Ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà
ÓÄÊ 530.145
Âèêîðèñòàííß ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ äëß
ðîçâ'ßçóâàííß ëiíåàðèçîâàíèõ çàäà÷
òåðìîïëàñòè÷íîñòi ïðîñòîðîâèõ òië
ÍåñïëßêÄ.Ì.1,2, ê.ô.-ì.í.
Ìàãåðîâñüêà Ò. Â.1,2, ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
ÃîøêîÇ.Î.1, àñèñòåíò. êàô.ÎÌÏ
1Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
2Ëüâiâñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò âíóòðiøíiõ ñïðàâ
(âóë. Ãîðîäîöüêà, 26, ì. Ëüâiâ, 79007, Óêðà¨íà)
Äî ÷èñëà íàéïîøèðåíiøèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ßçóâàííß êðàéîâèõ çàäà÷ âiäíîñèòüñß
ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ç âåëèêîþ ðîçìà¨òiñòþ âàðiàíòiâ äèñêðåòíèõ íàáëè-
æåíü øóêàíèõ ôóíêöié i íàßâíiñòþ ¹äèíî¨ ìåòîäèêè ¨õ êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþ-
âàííß. Òåîðåòè÷íèì i ïðàêòè÷íèì àñïåêòàì çàñòîñóâàííß ÌÑÅ ïðèñâß÷åíi ðîáî-
òè Â. À. Áàæåíîâà, I. Ê. Ñåí÷åíêîâà, Â. Ã. Ñàâ÷åíêà, Ì. Å. Áàáåøêî, Â. Â. Ïiñêó-
íà, Ì. Â. Ìàð÷óêà, I. Ñ. Ìóõè òà ií. [1-3].
Ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó ïðîñòîðîâèõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ iç êîìáiíîâàíèìè
àïðîêñèìàöißìè. Ïðèïóñòèìî, ùî çàéíßòà ïðîñòîðîâèì òiëîì îáëàñòü V ìà¹
ôîðìó äåßêîãî îêîëó áàçîâî¨ ïîâåðõíi Ω , ßêà âiäíåñåíà äî êðèâîëiíiéíî¨ îðòî-
íîðìîâàíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò α1, α2. Ïðè öüîìó òîâùèíà òiëà âiäðàõîâó¹òüñß
âçäîâæ êîîðäèíàòè α3 çà íàïðßìêîì íîðìàëi äî áàçîâî¨ ïîâåðõíi Ω. Áîêîâà ïî-
âåðõíß îáëàñòi V ¹ ëiíié÷àòîþ ïîâåðõíåþ, ùî ñêëàäà¹òüñß ç âiäðiçêiâ, ßêi âèçíà-
÷àþòüñß âåëè÷èíàìè β1 = ctgϕ1, β2 = ctgϕ2, ϕ1, ϕ2  êóòè íàõèëó âiäðiçêiâ
áîêîâî¨ ïîâåðõíi ó íàïðßìêàõ α1, α2.
Âiäçíà÷èìî, ùî çíà÷åííß âåëè÷èí β1, β2, íà áîêîâèõ ïîâåðõíßõ îá'¹ìó V
âèçíà÷àþòüñß îäíîçíà÷íî, âèõîäß÷è ç ôîðìè çðiçó ïðîñòîðîâîãî òiëà. Âñåðåäèíi
òiëà öi çíà÷åííß ïîòðiáíî äîâèçíà÷èòè òàêèì ÷èíîì, ùîá îòðèìàíi ïðè öüîìó
ïðîñòîðîâi åëåìåíòè íå îáìåæóâàëèñü ïîâåðõíßìè, ßêi ïåðåòèíàþòüñß ïiä äóæå
ãîñòðèìè êóòàìè.
Ðîçiá'¹ìî îáëàñòü V íà L ÷àñòèí çà òîâùèíîþ òiëà. Îòðèìà¹ìî ìíîæèíó
ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ V =
⋃
e = 1, N ;
l = 1, L
Vel , äå N  êiëüêiñòü êðèâîëiíiéíèõ
÷îòèðèêóòíèêiâ, íà ßêi ðîçáèòà áàçîâà ïîâåðõíß Ω.
Âiäîáðàçèìî êóá Ξ = {(ζ1, ζ2, ζ3) : −1 6 ζi 6 1, i = 1, 3} íà îáëàñòü Vel
çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííß αp(ζ1, ζ2, ζ3) =
∑
k1, k2 = −1, 0, 1;
k21 + k
2
2 6= 0
αpk1k2l−1Φk1k2,−1 +
+ αpk1k2l−1Φk1k2,1, äå αpk1k2l−1 i αpk1k2l  çíà÷åííß êîîðäèíàòè αp(p = 1, 2)
íà íèæíié i âåðõíié ïîâåðõíßõ ñêií÷åííîãî åëåìåíòó Vel âiäïîâiäíî, Φk1k2,−1 =
= Φ◦k1k2(ζ1, ζ2)
1− ζ3
2
,Φk1k2,1 = Φ
◦
k1k2
(ζ1, ζ2)
1 + ζ3
2
. Ïðè öüîìó αpk1k2k3 = α
◦
pk1k2
−
− βpk1k2α3k1k2k3 , k3 = l − 1, l, α3k1k20 < α3k1k21 < · · · < α3k1k2l−1<···<α3k1k2L , äå
(α◦1k1k2 , α
◦
2k1k2
)  êîîðäèíàòè âóçëà (k1, k2) êðèâîëiíiéíîãî ÷îòèðèêóòíèêà Ωe íà
áàçîâié ïîâåðõíi, Φ◦k1k2(ζ1, ζ2)  áiêâàäðàòè÷íi áàçîâi ôóíêöi¨, βpk1k2  êîòàíãåíñ
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êóòà íàõèëó äåßêî¨ ïðßìî¨, ßêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (α◦1k1k2 , α
◦
2k1k2
) äî p -òî¨
êîîðäèíàòíî¨ ëiíi¨ íà áàçîâié ïîâåðõíi.
Îòðèìà¹ìî ïðîñòîðîâi ñêií÷åííi åëåìåíòè, íà êðàßõ ßêèõ âèáðàíî 16 âóçëî-
âèõ òî÷îê. Âiäçíà÷èìî, ùî íà âiäìiíó âiä ãåîìåòði¨ áàçîâî¨ ïîâåðõíi, ßêà çàäà¹òü-
ñß àíàëiòè÷íèì øëßõîì, ãåîìåòðiß ëèöåâèõ ïîâåðõîíü òiëà çi çìiííîþ òîâùèíîþ
ìîäåëþ¹òüñß äåßêèìè ïîâåðõíßìè äðóãîãî ïîðßäêó. Ïðîòå öß àïðîêñèìàöiß ïî-
áóäîâàíà ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Òîìó âîíà íå ñïðè÷èíþ¹ iñòîòíèõ
ïîõèáîê.
[1] Áàæåíîâ Â.À.,Ñîëîâåé Í.À. Íåëèíåéíîå äåôîðìèðîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü óïðó-
ãèõ íåîäíîðîäíûõ îáîëî÷åê ïðè òåðìîñèëîâûõ íàãðóçêàõ. Ïðèêëàäíàß ìåõàíèêà.
1999.  45,  9.  Ñ. 3-40.
[2] Marchuk M.V.,Khomyak M.M. Hermitian splines as basis functions of the ﬁnite-element
method for plotting stress trajectories  Journal of Mathematical Sciences.  2010.Vol.
168, No 5.  P. 673687.
[3] Mukha I. S.,Nespliak D.M. Numerical analysis of processes of thermoplastic deformation
of axisymmetric bodies with regard for unloading  Journal of Mathematical Sciences. 
2012.Vol. 181, No 4.  P. 438449.
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ÓÄÊ 517.95
Ïðî ßäðî äâîòî÷êîâî¨ çà ÷àñîì çàäà÷i äëß ðiâíßííß iç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
Íèòðåáè÷Ç.Ì.1, ä.ô.-ì.í., çàâ. êàô. ÂÌ,
Ìàëàí÷óêÎ.Ì.1,2, àñïiðàíò
1Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
2Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé ìåäè÷íèé óíiâåðñèòåò iì. Ä. Ãàëèöüêîãî
(âóë. Ïåêàðñüêà, 69, ì. Ëüâiâ, 79010, Óêðà¨íà)
Âiäîìî [1], ùî çàäà÷i ç áàãàòîòî÷êîâèìè çà ÷àñîì óìîâàìè äëß ðiâíßíü iç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ¹ íåêîðåêòíèìè êðàéîâèìè çàäà÷àìè. Öå, çäåáiëüøîãî,
ïîâ'ßçàíî ç iñíóâàííßì íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ßçêiâ âiäïîâiäíèõ îäíîðiäíèõ çàäà÷.
Çîêðåìà, çàäà÷à äëß ðiâíßííß êîëèâàíü ñòðóíè[
∂2
∂t2
− ∂
2
∂x2
]
U (t, x) = 0, U (0, x) = 0, U (T, x) = 0, T > 0,
ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ßçêè âèãëßäó
Uk (t, x) = sin
pikt
T
sin
pikx
T
, k ∈ N.
Äîñëiäæåíî ìíîæèíó ðîçâ'ßçêiâ àäà÷i[
∂2
∂t2
+ a
(
∂
∂x
)
∂
∂t
+ b
(
∂
∂x
)]
U(t, x) = 0, (t, x) ∈ R2, (1)
Ai
(
∂
∂x
)
U
(
(i− 1)T, x)+Bi( ∂
∂x
)
∂U
∂t
(
(i− 1)T, x) = 0, i = 1, 2, x ∈ R. (2)
Äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè a
(
∂
∂x
)
, b
(
∂
∂x
)
â ðiâíßííi (1) ¹ äîâiëüíèìè äèôåðåí-
öiàëüíèìè ïîëiíîìàìè àáî âèðàçàìè íåñêií÷åííîãî ïîðßäêó ç öiëèìè ñèìâîëà-
ìè. Â óìîâàõ (2) A1
(
∂
∂x
)
, B1
(
∂
∂x
)
, A2
(
∂
∂x
)
, B2
(
∂
∂x
)
 äèôåðåíöiàëüíi ïîëiíîìè ç
êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïðè÷îìó äëß ν ∈ C âèêîíóþòüñß óìîâè: |A1 (ν)|2+
+ |B1 (ν)|2 6= 0, |A2 (ν)|2 + |B2 (ν)|2 6= 0.
Âñòàíîâëåíî, ùî ìíîæèíà ðîçâ'ßçêiâ çàäà÷i (1), (2) âèçíà÷à¹òüñß õàðàêòåðè-
ñòè÷íèì âèçíà÷íèêîì âèãëßäó ∆(ν). Ó âèïàäêó, êîëè âèçíà÷íèê ∆(ν) ¹ âiäìií-
íèì âiä íóëß äëß ∀ ν ∈ C, çàäà÷à (1), (2) ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ßçîê. Ó
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çàäà÷à (1), (2) ìà¹ íåòðèâiàëüíi öiëi ðîçâ'ßçêè. Äëß ¨õ
ïîáóäîâè âèêîðèñòàíî äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíèé ìåòîä [2].
[1] Ïòàøíèê Á.È. Íåêîððåêòíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëß äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.  Ê.: Íàóê. äóìêà, 1984.  264 ñ.
[2] Êàëåíþê Ï.I., Íèòðåáè÷ Ç.Ì. Óçàãàëüíåíà ñõåìà âiäîêðåìëåííß çìiííèõ.
Äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíèé ìåòîä.  Ëüâiâ: Âèä-âî ÍÓ Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà.
 2002.  292 ñ.
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ÓÄÊ 517.946
Áàãàòîêîíòóðíi çàäà÷i äëß ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíßíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïàðàáîëi÷íîãî òèïó
ÎáøòàÀ.ô., ä.ò.í., ïðîô. êàô. ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Çàñòîñîâàíî iäå¨ Ëîïàòèíñüêîãî ß.Á. [1] äî äîñëiäæåííß áàãàòîêîíòóðíèõ çà-
äà÷ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó âèäó:
∂U(t, x)
∂t
= A
(
t, x,
∂
∂x
)
U(t, x) ((t, x) ∈ Q), (1)
lim
x→ y ∈ Sr
x ∈ Ωr
Br
(
y,
∂
∂x
)
U(t, x) = fr(t, y) (r = 1,m), (2)
U(0, x) = Θ, (3)
äå Ω1 ⊃ Ω2 ⊃ ... ⊃ Ωr ⊃ ... ⊃ Ωm (m = 2, 3, ...) îïóêëi îáëàñòi â Rn, ßêi
îáìåæåíi ãëàäêèìè îïóêëèìè ïîâåðõíßìè Sr (r = 1,m) òèïó Ëßïóíîâà, Q =
= {(t, x) ∈ Rn+1 : 0 6 t 6 T, x ∈ Ω1}. fr(t, y) = (fr1(t, y), ..., frlr(t, y)) äîñòàòíüî
ãëàäêi ôóíêöi¨. Óìîâà ïàðàáîëi÷íîñòi ðîçóìi¹òüñß â ñåíñi [2, ñ.78].
A(t, x,D) =
∑
(k)62m
Akij(t, x)D
kU(t, x), (k = (k1, ..., kn), U = (U1, ..., UN )).
Êîåôiöi¹íòè Akij(t, x) ââàæàþòüñß íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèìè ôóíêöißìè çà
áóäü-ßêèìè ïîñëiäîâíîñòßìè çìiííèõ x1, ..., xn, t äî ïîðßäêó , äå h âèçíà÷à¹òüñß
hr (r = 1,m). Ìàòðèöß óìîâ íà ïîâåðõíßõ ðîçáèâà¹òüñß íà m ãðóï. Ãðóïi âiäïî-
âiäà¹ ìàòðèöß, ùî ñêëàäà¹òüñß ç lr ðßäêiâ
(
m∑
r=1
lr = mN
)
, êîæåí ç ßêèõ ¹ N−
ìiðíèì âåêòîðîì äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ ïîðßäêiâ hr.
Br
(
y,
∂
∂x
)
=
k=hr∑
k=0
Brk
(
y,
∂
∂x
)
, 0 6 hr 6 2m− 1
Brk
(
y,
∂
∂x
)
=
∥∥∥∥∥∥
∑
(k)
Bk1,...,kn,kirj,r (y)∂
k
∂xk11 ...∂x
kn
n
∥∥∥∥∥∥
ir=lr,j=N
ir=1,j=1
Bk1,...,kn,kirj,r (y)  íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ y ∈ Sr. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííß
i ¹äèíîñòi êëàñè÷íèõ ðîçâ'ßçêiâ çàäà÷i (1)-(3).
[1] Ëîïàòèíñêèé ß.Á. Îá îäíîì ñïîñîáå ïðèâåäåíèß ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëß ñèñòåìû
äèôôå- ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ê ðåãóëßðíûì èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèßì // Óêð. ìàò. æóðí.  1953.  5, 2.  C. 123-151.
[2] Çàãîðñêèé Ò.ß. Ñìåøàííûå çàäà÷è äëß ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ëüâîâ. 1961.  Ñ.116.
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ÓÄÊ 513.832
Ïîáóäîâà içîòîïié ìiæ êðèâèìè ñêií÷åííî¨ äîâæèíè çà
äîïîìîãîþ êðèâèõ ðiâíîìiðíî îáìåæåíî¨ äîâæèíè
Îëåêñiâ I. ß., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
ßêùî A  ïðîñòà çàìêíåíà êðèâà íà ïëîùèíi E2, òî içîòîïiþ ht : A→ E2, t ∈
[0; 1], ðîçóìi¹ìî, ßê íåïåðåðâíó ñiì'þ âêëàäåíü êðèâî¨ A â ïëîùèíó.
Òåîðåìà 1. Íåõàé ïðîñòà çàìêíåíà êðèâà A, ßêà ìà¹ ñêií÷åííó äîâæèíó, îá-
ìåæó¹ â ïëîùèíi äèñê D i ∆  äâîâèìiðíèé ñèìïëåêñ ó âíóòðiøíîñòi D. Òîäi
iñíó¹ içîòîïiß ht : ∂∆ → A, t ∈ [0; 1], ßêà ïåðåâîäèòü ãðàíèöþ ∂∆ ñèìïëåêñà ∆
â êðèâó A i ïðè öüîìó äîâæèíè êðèâèõ ht(∂∆) íå ïåðåâèùóþòü äîâæèíè A.
Öå  îäíà ç ôîðì òåîðåìè Àíòóàíà [1]. Çàçâè÷àé â öié òåîðåìi íåìà¹ îáìåæåíü
íà äîâæèíè êðèâèõ. Äëß äîâåäåííß òåîðåìè 1 áóäó¹ìî â äèñêó D ïîñëiäîâíiñòü
ïðîñòèõ çàìêíåíèõ ëàìàíèõ {Ln}, n = 1, 2, ..., L1 = ∂∆, ßêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíà-
þòüñß, íàáëèæàþòü ç ñåðåäèíè â äèñêó D ãðàíè÷íó êðèâó A i ìàþòü ðiâíîìiðíî
îáìåæåíi äîâæèíè, ßêi íå áiëüøi çà äîâæèíó êðèâî¨ L (äèâ., íàïðèêëàä [2]).
Äàëi äëß êîæíîãî n = 1, 2, ... , áóäó¹ìî içîòîïiþ hnt : Ln → Ln+1, t ∈ [0; 1], ßêà
ïåðåâîäèòü Ln â Ln+1 â ìåæàõ êiëüöß, îáìåæåíîãî ëàìàíèìè Ln i Ln+1. Äëß
îòðèìàííß içîòîïi¨ hnt êîðèñòó¹ìîñß òàêîþ òåîðåìîþ.
Òåîðåìà 2. ßêùî Amin - íàéêîðîòøà ëàìàíà, ßêà ñïîëó÷à¹ äâi çàäàíi òî÷êè u
i v â ïîëiåäðàëüíîìó çàìêíåíîìó äèñêó G¯ i A - äîâiëüíà iíøà ëàìàíà â G¯, ßêà
ìà¹ ñïiëüíi êiíöåâi òî÷êè u i v ç äóãîþ Amin, òî iñíó¹ êóñêîâî-ëiíiéíà içîòîïiß
Ht, ßêà ïåðåâîäèòü ëàìàíó A â Amin i äëß âñiõ t ∈ [0; 1] çàäîâîëüíß¹ âèìîãè:
1) Ht(u) = u i Ht(v) = v (Ht ¹ íåðóõîìîþ íà êiíöåâèõ òî÷êàõ u i v);
2) Ht(A) ⊆ G¯;
3) äîâæèíàHt(A) 6 äîâæèíàA.
Âèêîíóþ÷è ïîáóäîâó içîòîïié hnt : Ln → Ln+1, t ∈ [0; 1], ìiæ ïàðàìè ïðîñòèõ
çàìêíåíèõ êðèâèõ Ln i Ln+1 çãiäíî ç òåîðåìîþ 2, ìîæåìî äîäàòêîâî äîìîãòèñß
òîãî, ùîá äîáóòîê içîòîïié ht = h1t · h2t · ... âèçíà÷àâ içîòîïiþ, ßêà çàäîâîëüíß¹
òâåðäæåííß òåîðåìè 1.
[1] Ë. Â. Êåëäûø. Òîïîëîãè÷åñêèå âëîæåíèß â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî . - Òðóäû Ìà-
òåì. èí-òà èì. Â. À. Ñòåêëîâà, ò. 81. Ì.:Íàóêà, 1966.
[2] Jiri Jelinek. Sur un theor eme concernant les courbes de Jordan . - ×åõîñëîâàêñêèé
ìàòåì. æóðíàë. 10(85), (1960), Ñ. 596 - 613.
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ÓÄÊ 539.3
Ïðî ïîñòàíîâêó êðàéîâî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi ç
âðàõóâàííßì îá'¹ìíèõ ñèë â ãîëîìîðôíèõ ôóíêöißõ
äâîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ
ÏàáèðiâñüêèéÂ. Â., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÌ
ÏàáèðiâñüêàÍ. Â., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ðîçãëßäà¹òüñß îäíîðiäíå ïðóæíå òâåðäå òiëî K
⋃
∂K, ßêå â ïî÷àòêîâîìó íå
íàâàíòàæåíîìó ñòàíi ái¹êòèâíî âiäîáðàæà¹òüñß íà îáëàñòü X
⋃
∂X åâêëiäîâî-
ãî ïðîñòîðó. Òiëî çíàõîäèòüñß ïiä äi¹þ ñòàöiîíàðíîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííß,
ßêå ïðèêëàäåíå äî éîãî ïîâåðõíi ∂X òà ñèñòåìè îá'¹ìíèõ ñèë F , ßêà ñòàòè÷íî
åêâiâàëåíòíà íóëþ (U  ïîòåíöiàë îá'¹ìíèõ ñèë.
Ðîçâ'ßçóâàííß ëiíiéíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi â ñòàöiîíàðíié ïîñòàíîâöi çâî-
äèòüñß äî çíàõîäæåííß âåêòîðà ïåðåìiùåíü u, ßêèé â îáëàñòi X çàäîâîëüíß¹
ðiâíßííß ðiâíîâàãè [1]:
µ∆u+ (λ+ µ)∇⊗ (∇ · u)−∇U = 0 (1)
Òóò, u = uiei  âåêòîð ïåðåìiùåííß; ui = ui(x1, x2, x3) (i = 1, 3); xi  äå-
êàðòîâi êîîðäèíàòè äîâiëüíî âèáðàíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè k ∈ K â ïðèðîäíüîìó
îäíîðiäíîìó ñòàíi; ei  áàçèñíi îðòè âèáðàíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò
(0, x1, x2, x3); ∇  äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà (i = 1, 3); ⊗  ñèìâîë
äiàäíîãî äîáóòêó; r(x1, x2, x3) = xiei  ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè òiëà â ïî-
÷àòêîâié êîíôiãóðàöi¨, ∆  äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà; λ, µ  ïðóæíi
ñòàëi Ëßìå. Ïðè öüîìó iíäåêñè, ßêi ïîâòîðþþòüñß, ¹ iíäåêñàìè ïiäñóìîâóâàííß.
Òåíçîð íàïðóæåíü σˆ â ìåæàõ ëiíiéíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ïîäà¹òüñß
÷åðåç âåêòîð ïåðåìiùåíü u ñïiââiäíîøåííßì:
σˆ = λ(∇ · u)Iˆ + µ(∇⊗ u+ u⊗∇) (2)
i çàäîâîëüíß¹ íà áîêîâié ïîâåðõíi ∂X ãðàíè÷íó óìîâó:
(n · σˆ)|∂X ≡ σn = n · [λ(∇ · u)Iˆ + µ(∇⊗ u+ u⊗∇)]
∣∣∣
∂X
= σ+n , (3)
äå n  çîâíiøíß íîðìàëü; σn(x1, x2, x3)  âåêòîð íàïðóæåíü; σ+n (x
1, x2, x3) 
çàäàíèé âåêòîð ïîâåðõíåâèõ çóñèëü, ßêèé çàäîâîëüíß¹ iíòåãðàëüíèì óìîâàì ñà-
ìîâðiâíîâàæíîñòi çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåííß íà áîêîâié ïîâåðõíi ∂X:∫
∂X
σ+n dΣ +
∫
X
F dV = 0,
∫
∂X
r × σ+n dΣ +
∫
X
r × F dV = 0.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß (1) ïîäàìî íàñòóïíèì ÷èíîì:
u = u(1) + u(2),
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äå u(1)  ÷àñòêîâèé ðîçâ'ßçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíßííß (1):
µ∆u(1) + (λ+ µ)∇⊗ (∇ · u(1))−∇U = 0,
u(2)  ðîçâ'ßçîê îäíîðiäíîãî ðiâíßííß (1):
µ∆u(2) + (λ+ µ)∇⊗ (∇ · u(2)) = 0,
×àñòêîâèé ðîçâ'ßçîê u(1) ïîäàìî ó âèãëßäi:
u(1) =∇χ,
äå χ  ïîòåíöiàë ñêëàäîâî¨ âåêòîðà ïåðåìiùåííß u(1), ßêèé çàäîâîëüíß¹ ðiâíßííß
Ïóàññîíà:
∆χ =
U
λ+ 2µ
(4)
Íàäàëi, áóäåìî ââàæàòè, ùî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ßçîê χ íåîäíîðiäíîãî ðiâíßííß
(4) ¹ âiäîìèì.
Ó ïðàöi [2] ïîäàíà ìåòîäèêà ôîðìóëþâàííß êðàéîâèõ çàäà÷ ïðîñòîðîâî¨ òåî-
ði¨ ïðóæíîñòi â ãîëîìîðôíèõ ôóíêöißõ Φ(z1, z2), Φ0(z1, z2) äâîõ êîìïëåêñíèõ
çìiííèõ z1, z2.
Íà îñíîâi öi¹¨ ìåòîäèêè äëß ñêëàäîâî¨ âåêòîðà ïåðåìiùåííß u(2), ßêà ¹
ðîçâ'ßçêîì îäíîðiäíîãî ðiâíßííß (1) ôîðìóëþ¹òüñß êðàéîâà çàäà÷à òåîði¨ ïðóæ-
íîñòi â ãîëîìîðôíèõ ôóíêöißõ Φ(z1, z2), Φ0(z1, z2):
∆Φ
(2)
0 (z1, z2) = 0, ∆Φ
(2)(z1, z2) = 0; (5)
(
n · Pˆ (2))∣∣∣
∂X
=
(
n ·
[
∇⊗∇Φ(2)0 +
(∇⊗∇⊗ Φ(2)0 ) · r−
−(1− 2ν)(∇⊗∇Φ(2) +∇Φ(2) ⊗∇)− 2ν(∇ ·Φ(2))Iˆ])∣∣∣∣
∂X
=
P
(2)(+)
n
2µ
. (6)
Òàêèì ÷èíîì, çà íàßâíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë êðàéîâà çàäà÷à ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨
ïðóæíîñòi (1)-(3) çâîäèòüñß äî êðàéîâî¨ çàäà÷i íà ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ Φ0(z1, z2),
Φ(z1, z2), ßêi çàäîâîëüíßþòü êðàéîâi óìîâè (6).
[1] Ëóðüå À.È. Ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Ìîñêâà: Ãîñòåõèçäàò,
1995.  492 ñ.
[2] Ïàáèðiâñüêèé Â., Ïàáèðiâñüêà Í. Ïðî ôîðìóëþâàííß êîìïëåêñíî-ñïðßæåíèõ êðàéî-
âèõ çàäà÷ ïðîñòîðîâî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi â ãîëîìîðôíèõ ôóíêöißõ äâîõ êîìïëåêñíèõ
çìiííèõÂèïóñê 9. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííß òà iíôîðìàöiéíi òåõíîëî-
ãi¨, 2009.  Ñ. 100107.
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ÓÄÊ 513.88
Ïðî äåßêi ïàðàäîêñè ó òåîði¨ ðîçøèðåíü ëiíiéíèõ
âiäíîøåíü
ÏiãóðàÎ. Â.,
ÑòîðîæÎ. Ã.
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà
(âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1, ì. Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
Íåõàé H  êîìïëåêñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Áóäü-ßêèé çàìêíåíèé ëiíiéíèé
ìíîãîâèä ó ïðîñòîði H2 = H⊕Híàçèâàþòü çàìêíåíèì ëiíiéíèì âiäíîøåííßì ó
ïðîñòîði H. Ïè öüîìó âèêîðèñòîâóþòü òàêi ïîçíà÷åííß (äåòàëi  äèâ. [1]):
D(T ) = {y ∈ H|(∃z ∈ H) : (y, z) ∈ T},
R(T ) = {z ∈ H|(∃y ∈ H) : (y, z) ∈ T},
kerT = {y ∈ H|(y, 0) ∈ T},
mul T = ({0} ⊕H) ∩ T
(öi ìíîæèíè íàçèâàþòüñß âiäïîâiäíî îáëàñòþ âèçíà÷åííß, îáëàñòþ çíà÷åíü,
ìíîãîâèäîì íóëiâ òà áàãàòîçíà÷íîþ ÷àñòèíîþ âiäíîøåííß T.) Êðiì öüîãî,
T (0)
def
= {z ∈ H|(0, z) ∈ T}, keˆr T def= {(y, 0) : y ∈ kerT}.
Íåõàé S, T  çàìêíåíi ëiíiéíi âiäíîøåííß âH, ïðè÷îìó S⊂ T. Ðîçãëßíåìî äåßêi
òâåðäæåííß, ßêi ìîæóòü ñïðàâäæóâàòèñß àáî íi:
1. S(0) = T (0);
2. (y, z) ∈ T, y ∈ D(S)⇒ (y, z) ∈ (S);
3. S(0) = R(S) ∩ T (0);
4. D(S) ∩ kerT = {0}.
Òåîðåìà 1. i) Òâåðäæåííß 1 òà 2 ðiâíîñèëüíi.
ii) Ç Òâåðäæåííß 1 âèïëèâà¹ òâåðäæåííß 3; ßêùî T (0) ⊂ R(S) (çîêðåìà,
ßêùî R(S) = H), òî ç òâåðäæåííß 3 âèïëèâà¹ òâåðäæåííß 1.
iii) ßêùî kerS = {0} , òî ç 1 âèïëèâà¹ 4.
iv) ßêùî R(S) = H, òî ç 4 âèïëèâà¹ 1.
Íàñëiäîê 1. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè
3'. mul S = S ∩mul T,
4'. kerS = {0} ⇒ keˆr T = {0}.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé S  çàìêíåíèé ùiëüíî âèçíàà÷åíèé îïåðàòîð â H,
T = {(y, Sy + h), y ∈ D(S), h ∈ H0},
äå H0  ëiíiéíèé ìíîãîâèä ïðîñòîðó H. Ìà¹ìî: S ⊂ T, S(0) = {0}, T (0) = H0, à
îòæå R(S) ∩ T (0) = R(S) ∩H0. Çîêðåìà, ßêùî R(S) = H, òî R(S) ∩ T (0) = H0.
[1] Arens R. Operational calculus of linear relations // Pacif. J. Math.  1961.  11, N 1.
P. 9 23.
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ÓÄÊ 512.645
Ïðî ñèìåòðè÷íi ðîçâ'ßçêè ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíßíü
íàä îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ
Ïðîêiï Â.Ì., ê.ô.-ì.í., ñò. í. ñ.
IÏÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè iì. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à
(âóë. Íàóêîâà, 3á, ì. Ëüâiâ, 79060, Óêðà¨íà)
Íåõàé Rm,n  ìíîæèíà (m × n)-ìàòðèöü íàä îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ R ç
îäèíèöåþ e 6= 0. Ïîçíà÷èìî: In  îäèíè÷íà ìàòðèöß âèìiðíîñòi n, ⊗  ïðßìèé
äîáóòîê ìàòðèöü, t  ñèìâîë òðàíñïîíóâàííß ìàòðèöü.
Çàäà÷à ïðî ðîçâ'ßçíiñòü ìàòðè÷íèõ ðiâíßíü
AX = B, (1)
òà
AX +XB = C, (2)
äå A,B,C ∈ Rn,n i X  íåâiäîìà ìàòðèöß iç Rn,n, òðàäèöiéíî ïðèâåðòàëà óâàãó
áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ (äèâ. [1] [8] òà öèòîâàíó òàì ëiòåðàòóðó).
Ñåðåä äîñëiäæåíü â öüîìó íàïðßìêó íàëåæíå ìiñöå çàéìàþòü ðîáîòè, â ßêèõ
âèâ÷àþòüñß óìîâè, çà ßêèõ ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß (1) íàëåæàòü äî ïåâíèõ êëàñiâ
ìàòðèöü: ñèìåòðè÷íèõ, êîñîñèìåòðè÷íèõ, åðìiòîâèõ, äîäàòíüî âèçíà÷åíèõ, iç çà-
äàíèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì òà iíøèõ ( [3], [5] [7]). Çîêðåìà, â [3] âñòà-
íîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííß ñèìåòðè÷íèõ ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß
(1) íàä ïîëåì äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Äîâåäåííß îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ
òà âêàçàííß ñèìåòðè÷íèõ ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß (1) íàâåäåíî â òåðìiíàõ óçàãàëü-
íåíèõ îáåðíåíèõ ìàòðèößõ, ßêi ïîáóäîâàíi çà êîåôiöi¹íòàìè ðiâíßííß (1). Ïðîòå
öi ìåòîäè äîâåäåííß íå çàâæäè ìîæíà ïåðåíåñòè äëß ðiâíßííß (1) íà êiëüößìè.
Â äàíîìó ïîâiäîìëåíi âêàæåìî óìîâè, çà ßêèõ äëß ðiâíßíü (1) i (2) iñíóþòü
ñèìåòðè÷íi ðîçâ'ßçêè íàä R. Íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òâåðäæåííß, ßêå
äîâåäåíî â ðîáîòi [8].
Òåîðåìà 1. Ðiâíßííß (1) ðîçâ'ßçíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi
[
A 0n,n
]
i[
A B
]
ïðàâîåêâiâàëåíòíi, òîáòî (ïðàâi) ôîðìè Åðìiòà öèõ ìàòðèöü çáiãàþòüñß.
Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ óìîâè, çà ßêèõ äëß ðiâíßííß (1) iñíóþòü ñè-
ìåòðè÷íi ðîçâ'ßçêè íàä îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ R.
Òåîðåìà 2. Ðiâíßííß (1) ìà¹ ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ßçîê X0 (X0 = Xt0) òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíî ðîçâ'ßçíå i ìàòðèöß ABt ñèìåòðè÷íà, òîáòî ABt = BAt.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé A,B ∈ Mm,n(R) i rankA = 1. ßêùî ðiâíßííß AX = B
ðîçâ'ßçíå, òî âîíî ìà¹ ñèìåòðè÷íi ðîçâ'ßçêè.
ßêùî ñèìåòðè÷íi ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß (1) iñíóþòü, òî ç äîâåäåííß òåîðåìè 2
îòðèìó¹ìî îïèñàííß ñòðóêòóðè òà ìåòîä ïîáóäîâè öèõ ðîçâ'ßçêiâ.
Â öié ÷àñòèíi âêàæåìî óìîâè, çà ßêèõ äëß ðiâíßííß (2) iñíóþòü ñèìåòðè÷íi
ðîçâ'ßçêè. Âiäîìî, ùî ðiâíßííß (2) ðîçâ'ßçíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi[
A 0n,n
0n,n −B
]
i
[
A C
0n,n −B
]
ïîäiáíi. Ïðîòå öåé êðèòåðié âàæêî çàñòîñóâàòè äî
ïîáóäîâè ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß (2).
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Iíøèé ïiäõiä ïîøóêó ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß (2) áàçó¹òüñß íà éîãî ëiíåàðè-
çàöi¨, òîáòî ïðèâåäåíi öüîãî ðiâíßííß äî ëiíiéíîãî îäíîñòîðîííüîãî ðiâíßííß
G(A,B)Z = H(C), äå ìàòðèöi G(A,B), H(C) i Z âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:
G(A,B) = A⊗ In + In⊗Bt ∈ Rn2,n2 , H(C) =

Ct1,∗
Ct2,∗
...
Ctn,∗
 ∈ Rn2,1, Z =

Xt1,∗
Xt2,∗
...
Xtn,∗
 ∈ Rn2,1,
äå Ci,∗ i Xi,∗  i-òi ðßäêè ìàòðèöü C òà X âiäïîâiäíî, (i = 1, 2, . . . , n).
Òåîðåìà 3. Ðiâíßííß (2) ìà¹ ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ßçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíßíü G(A,B)Z = H(C) i G(Bt, At)Z = H(Ct) ìàþòü ñïiëü-
íèé ðîçâ'ßçîê, òîáòî êîëè (ïðàâi) ôîðìè Åðìiòà ìàòðèöü[
G(A,B) 0n2,1
G(Bt, At) 0n2,1
]
òà
[
G(A,B) H(C)
G(Bt, At) H(Ct)
]
çáiãàþòüñß.
[1] Roth W. E. The equations AX − Y B = C and AX − XB = C in matrices //Proc.
Amer. Math. Soc.  1952.  3, No.3.  P.392396.
[2] Gustafson W. H. Roth's theorems over commutative rings // Linear Algebra Appl. 
1979.  23.  P. 245251.
[3] Hua Dai. On the symmetric solutions of linear matrix equations // Linear Algebra Appl.
 1990.  131.  P.17.
[4] Gouveia M. C. On the solution of Sylvester, Lyapunov and Stein equations over arbitrary
rings // Inter. J. Pure and Appl. Math.  2005.  24, No.1.  P.131137.
[5] R.A. Horn, V. Sergeichuk, N. Shaked-Monderer. Solution of linear matrix equations in
a *-congruence class // Electr. J. Linear Algebra.  2005.  174.  P.153156.
[6] Dajic`, Alegra and J. J. Koliha. Equations ax = c and xb = d in rings and rings with
involution with applications to Hilbert space operators // Linear Algebra Appl.  2008.
 429.  P.17791809.
[7] Ïðîêiï Â. Ì. Ïðî ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß XA0 = A1 iç çàäàíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè
ìíîãî÷ëåíàìè // Ïðàöi ìiæíàð. ãåîìåò. öåíòðó.  2014.  7,  4.  C.2333.
[8] Ïðîêiï Â. Ì. Ïðî ðîçâ'ßçíiñòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíßíü íàä îáëàñòþ ãîëîâíèõ
iäåàëiâ // Óêð. ìàò. æóðí.  2014.  66, 5.  Ñ. 566570.
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ÓÄÊ 517.95+534.1
Mathematical models for vibrations of one dimensional
environments with considering nonlinear resistance forces
PukachP. Ya., Dr. of Techn. Sc., Prof. of Higher Mathematics Dpt.
Bobyk I. O. , PhD, Ass. Prof. of Higher Mathematics Dpt.
SokhanP. L. ,PhD, Ass. Prof. of Higher Mathematics Dpt.
Lviv Polytechnic National University
(St. Bandera Str. 12, Lviv, 79013, Ukraine)
In this talk we consider important classes of one dimensional environments,
bending stiﬀness of which can be neglected. It is impossible to apply approximate
analytical method of solution of mathematical models of dynamic processes. So
justiﬁcation of existence and uniqueness of solutions, carried out a qualitative their
evaluation, based on numerical analysis are considering. Also the features of dynamic
processes of some of examined class of systems are analyzed. Methods of qualitative
study of oscillations for restricted and unrestricted bodies under the inﬂuence of the
resistance forces, described in the talk are based on the general principles of the
theory of nonlinear boundary value problems - Galerkin method and the method of
monotonicity [1].
Scientiﬁc novelty consists in generalization these methods of studying for nonlinear
problems at new classes of oscillating systems, justiﬁcation of solution correctness
for speciﬁed mathematical models that have practical application in real engineering
vibration systems [2].
[1] Pukach P.Ya. Qualitative research methods of mathematical model of nonlinear
vibrations of conveyor belt. Journal of Mathematical Sciences, Volume 198, Issue 1,
Pages 31-36, April 2014.
[2] Pukach P. Ya., Kuzio I. V. Nonlinear transverse vibrations of semi-inﬁnite cable with
consideration paid to resistance.Scientiﬁc Bulletin of National Mining University, Issue
3, Pages 82-86, 2013.
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ÓÄÊ 530.145
Âïëèâ ïàðàìåòðiâ åëåìåíòà ïðóæíî¨ ïiäâiñêè íà ¨¨
ìàëi êîëèâàííß òà ñòiéêiñòü
ÑîðîêàòèéÌ. I.1,
Âîéòîâè÷Ì. I.2,
ÃóêÂ.Ì.2
1Íàöiîíàëüíà àêàäåìiß ñóõîïóòíèõ âiéñüê iìåíi ãåòüìàíà Ïåòðà Ñàãàéäà÷íîãî
(âóë. Ãåðî¨â Ìàéäàíó, 32, ì.Ëüâiâ, 79012, Óêðà¨íà)
2Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Âiäîìî, ùî ïàðàìåòðè ïðîìiæêîâèõ ïðóæíèõ îïîð ìîæóòü iñòîòíî âïëèâàòè
íà ÷àñòîòè êîëèâàíü òà êðèòè÷íi çíà÷åííß íàâàíòàæåíü. Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ
ïiäâèùåííß âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ìîæíà äîñßãíóòè çà ðàõóíîê çáiëüøåííß
÷èñëà i æîðñòêîñòi ïðîìiæêîâèõ îïîð. Ïèòàííß ðàöiîíàëüíîãî ðîçòàøóâàííß
ïðóæíèõ îïîð i ïiäáîðó ¨õ ïàðàìåòðiâ ¹ âàæëèâèìè äëß óíèêíåííß ßâèù ïà-
ðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó, ïðè ßêèõ ÷àñòîòà âèìóøåíèõ êîëèâàíü ¹ áëèçüêîþ äî
íèæ÷î¨ âëàñíî¨ ÷àñòîòè.
Ðîçãëßíåìî ïîïåðå÷íi êîëèâàííß ïðóæíîãî êîíñîëüíîãî ñòåðæíß ç ïðóæíèìè
îïîðàìè i çîñåðåäæåíèìè â òî÷êàõ xi(i = 1, n) ìàñàìè, çàâàíòàæåíîãî ñèëîþ
P (x). (ðèñ.1) Ìàëi ïîïåðå÷íi êîëèâàííß êîíñîëüíîãî ñòåðæíß, ùî ìà¹ çìiííó
Ðèñ. 1. Ñõåìà ñòåðæíß iç ïðóæíèìè îïîðàìè i çîñåðåäæåíèìè ìàñàìè
æîðñòêiñòü i ìàñó, â òî÷êàõ xi ßêîãî ðîçòàøîâàíi ïðóæíî ïiäêðiïëåíi ìàñè mi i
îñöèëßòîðè Mi, ïðè çàâàíòàæåíi îñüîâîþ ñèëîþ P (x), ìàþòü òàêèé âèãëßä:
∂2
∂x2
(
EI(x)
∂2u
∂x2
)
+ P (x)
∂2u
∂x2
+m(x)
∂2u
∂t2
+ b(x)
∂u
∂t
+
+ c(x)u+
n∑
i=1
Miu
d2qi
dt2
δ(x− xi) = 0.
Ïåðåìiùåííß îñöèëßòîðà Mi çàäîâîëüíß¹ ðiâíßííþ:
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Mi
d2qi
dt2
+ bi
(
dqi
dt
− dui
dt
)
+ ci(qi − ui) = 0.
Íà êiíößõ ñòåðæíß âèêîíóþòüñß óìîâè: u(x, t) = 0∂u(x, t)
∂x
= 0
ïðè x = a,

EI(x)
∂2u(x, t)
∂x2
= 0
∂
∂x
(
EI(x)
∂2u
∂x2
)
+G
∂u
∂x
= 0
ïðè x = b.
Îòðèìàíî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíßííß öi¹¨ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííßì ôóíêöi¨ Êî-
øi. ßê ïðèêëàä ðîçãëßíóòî êîíñîëüíèé ñòåðæåíü ïîñòiéíî¨ æîðñòêîñòi, çàâàí-
òàæåíèé êîíñåðâàòèâíîþ ñèëîþ G iç ïðóæèíêîþ, ùî ìà¹ æîðñòêiñòü k1, ðîçòà-
øîâàíîþ â òî÷öi x1. Â öüîìó âèïàäêó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíßííß ïðèâåäåíî äî
âèãëßäó, çðó÷íîãî äëß ïðîâåäåííß äîñëiäæåííß.
F0(1) + α1(F4(ξ1)F
′
0(1− ξ1) + F ′4(ξ1)F0(1− ξ1))+
+ β(F2(1)− α1(F4(ξ1)F ′2(1− ξ1) + F ′4(ξ1)F2(1− ξ1))) = 0.
Ðèñ. 2. Çàëåæíiñòü ÷àñòîòè êîëèâàíü íåçàâàíòàæåíîãî ñòåðæíß âiä ðîçìiùåííß ξ1 ïðî-
ìiæêîâî¨ îïîðè ïðè ðiçíèõ çíà÷åííßõ ïàðàìåòðà æîðñòêîñòi α1
Ïðè ÷èñåëüíîìó äîñëiäæåííi âèêîðèñòîâóâàëèñß ïðåäñòàâëåííß ôóíêöié, ùî
âõîäßòü â öå ðiâíßííß, ðßäàìè iç ïîñëiäóþ÷èì çàñòîñóâàííßì äâîñòîðîííiõ îöi-
íîê ïåðøîãî ¨õ êîðåíß. ßê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâóâàëèñß ïåðøi ï'ßòü êîåôiöi¹íòiâ
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðßäó. Ðèñóíîê 2 iëþñòðó¹ çàëåæíiñòü îñíîâíî¨ ÷àñòîòè êîëè-
âàíü íåçàâàíòàæåíîãî ñòåðæíß âiä ðîçìiùåííß ïðîìiæêîâî¨ îïîðè ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííßõ ïàðàìåòðà æîðñòêîñòi α1. Êðèâèì (1-4) âiäïîâiäàþòü òàêi çíà÷åííß
α1 : 10, 100, 300,∞ âiäïîâiäíî.
Ðèñ. 3. Çàëåæíiñòü îñíîâíî¨ ÷àñòîòè Ω2 âiä ïàðàìåòðà æîðñòêîñòi α1 ïðè ðiçíèõ çíà-
÷åííßõ ïàðàìåòðà ðîçìiùåííß îïîðè ξ1 (β = 6).
Íà ðèñ.3. ïîêàçàíî çàëåæíiñòü îñíîâíî¨ ÷àñòîòè êîëèâàíü Ω2 âiä ïàðàìåòðà
æîðñòêîñòi α1 ïðè ôiêñîâàíîìó β = 6.
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ÓÄÊ 517.95+534.1
Galerkin method in the investigation of nonlinear
oscillations of elastic beam
SokhanP. L. PhD, Ass. Prof. of Higher Mathematics Dpt.
PukachP. P. Student of Applied Mathematics Dpt.
Lviv Polytechnic National University
(St. Bandera Str. 12, Lviv, 79013, Ukraine)
We investigate the solution of the problem on nonlinear transverse vibrations of
elastic body subject to the action of dissipative forces in a bounded domain. Such
problems have many applications in various technical systems, such as vibration
of pipelines, railway lines, drill columns, bridges, electrical wires, optical ﬁber
etc. For the nonlinear oscillations model considered, there is no general analytical
methodologies of determining dynamical characteristics of the oscillation process.
Thus we propose using the qualitative methods of nonlinear boundary value problems
theory to obtain the well-posedness conditions for the problem's local solution in time
variable. The methodology of the qualitative study of nonlinear oscillations under
the action of dissipative forces is based on the general principles of the nonlinear
boundary value problems theory, such as monotony method and Galerkin method.
Let QT = (0, l)× (0, T ), where T < +∞, l < +∞, τ ∈ (0, T ). In the domain QT ,
for nonlinear equation
utt + autxxxx + buxxxx + c|u|p−2u = f(x, t), p > 2 (1)
we shall consider the mixed problem with initial conditions
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) (2)
and boundary conditions
u(0, t) = uxx(0, t) = 0, u(l, t) = uxx(l, t) = 0. (3)
In equation (1), function u(x, t) is a cross motion of the beam section with x
coordinate at arbitrary time moment t; a > 0, b > 0 are constants which can
be expressed through geometrical and physico-mechanical parameters of the beam,
constant c > 0 describes the nonlinear elastic forces acting in the system, f(x, t)
is the external driving force. Boundary conditions (3) correspond to the model of a
beam with ﬁxed pivoting supports on the ends x = 0 and x = l.
We investigate the oscillating system modeled by problem (1)-(3) and obtain the
conditions of existence of a local solution. We show the possibility of applying the
Galerkin method to solving the problem.
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ÓÄÊ 537.876.23+517.952+514.744
Îäíîíàïðßìëåíå içîòðîïíå ïîëå ñïiíîðà Ìàêñâåëëà òà
éîãî âëàñòèâîñòi ó ìåòðèöi Êåððà
ÒàéñòðàÞ.Â.,
ÏåëèõÂ.Î., ä.ô.-ì.í.
Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à
ÍÀÍ Óêðà¨íè (âóë. Íàóêîâà, 3-á, ì. Ëüâiâ, 79060, Óêðà¨íà)
Ðîçâ'ßçóâàííß ðiâíßíü Ìàêñâåëëà ó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði ¹ âàæëèâîþ çà-
äà÷åþ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè, àñòðîôiçèêè, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Ó ñïiíîðíîìó
ïiäõîäi ðiâíßííß Ìàêñâåëëà ¹ ñèñòåìîþ ÷îòèðüîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü â
÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðßäêó äëß òðüîõ êîìïëåêñíèõ íåâiäîìèõ ôóíê-
öié 
Dϕ2 + (2ε− ρ)ϕ2 = δ¯ϕ1 + 2piϕ1 − λϕ0 − j1,
δϕ2 + (2β − τ)ϕ2 = ∆ϕ1 + 2µϕ1 − νϕ0 − j2,
∆ϕ0 − (2γ − µ)ϕ0 = δϕ1 − 2τϕ1 + σϕ2 + j¯1,
δ¯ϕ0 − (2α− pi)ϕ0 = Dϕ1 − 2ρϕ1 + κϕ2 + j0;
(1)
α, β, γ, ε, pi, ν, µ, λ,κ, τ, σ, ρ ñêàëßðè Íüþìåíà-Ïåíðîóçà (ñïiíîâi êîåôiöi¹íòè);
D,∆, δ, δ¯ ïîõiäíi çà íàïðßìêàìè içîòðîïíî¨ òåòðàäè; ϕ0, ϕ1, ϕ2  êîìïîíåíòè ñïi-
íîðà ϕAB ∈ C ó ñïiíîâié áàçi; j0, j1, j2  êîìïîíåíòè ñïiíîðà 4-ñòðóìó j A′B ∈ C
ó ñïiíîâié áàçi.
Äëß ïîáóäîâè ðîçâ'ßçêó òàêî¨ ñèñòåìè ïðîâîäßòü ðîçùåïëåííß ðiâíßíü. Òþ-
êîëüñüêèì [1] ïiñëß ðîçùåïëåííß îòðèìàíî ðiâíßííß â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðó-
ãîãî ïîðßäêó äëß êîìïîíåíò ϕ0 òà ϕ2 ñïiíîðà Ìàêñâåëëà, à òàêîæ çàñòîñîâàíî
ìåòîä ðîçäiëåííß çìiííèõ ó ïðîñòîði Êåððà, ßêèé îïèñó¹ ãðàâiòàöiéíå ïîëå ìà-
ñèâíîãî òiëà, ùî îáåðòà¹òüñß (÷îðíà äiðà, íåéòðîííà çiðêà, òîùî).
Íà ïðîòèâàãó äî öüîãî ìè ðîçãëßäà¹ìî ñèñòåìó ðiâíßíü ïåðøîãî ïîðßäêó
ó ïðîñòîði Êåððà. Ó öüîìó ïðîñòîði êîåôiöi¹íòè κ, σ, ν, λ äîðiâíþþòü íóëþ.
Ñïðßìóâàâøè ñïiíîð Ìàêñâåëëà âçîâæ êðàòíèõ ãîëîâíèõ içîòðîïíèõ íàïðßì-
êiâ ãðàâiòàöiéíîãî ïîëß ó içîòðîïíié òåòðàäi Êiííåðñëi, îòðèìó¹ìî ðîçùåïëåíó
ñèñòåìó äâîõ ðiâíßíü ïåðøîãî ïðßäêó äëß îäíi¹¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ϕ2{
Dϕ2 + (2ε− ρ)ϕ2 = 0,
δϕ2 + (2β − τ)ϕ2 = −j2. (2)
Òàêå ïîëå íàçèâà¹ìî âèõiäíèì îäíîíàïðßìëåíèì içîòðîïíèì ïîëåì (ÎIÏ) ñïi-
íîðà Ìàêñâåëëà.
Íàìè îòðèìàíî çàãàëüíèé ðîçâ'ßçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíßíü Ìàêñâåëëà
â êîîðäèíàòàõ Áîé¹ðà-Ëiíäêâiñòà äëß âèõiäíîãî ÎIÏ{
r2+a2
∆
∂ϕ2
∂t +
∂ϕ2
∂r +
a
∆
∂ϕ2
∂ϕ +
1
r−ia cos θϕ2 = 0,
ia sin θ ∂ϕ2∂t +
∂ϕ2
∂θ +
i
sin θ
∂ϕ2
∂ϕ +
(
ctgθ + ia sin θr−ia cos θ
)
ϕ2 = −
√
2(r + ia cos θ)j2,
(3)
ϕ2 =
1
sin θ(r − ia cos θ)
(
eF (ψ1,ψ2) −
√
2
∫
j2Σ sin θdθ
)
, (4)
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äå F (ψ1, ψ2)  äîâiëüíà ôóíêöiß, ∆ = r2− 2Mr+a2 = (r− r+)(r− r−), Σ = r2 +
+ a2 cos2 θ, ψ1, ψ2  iíòåãðàëè ñèñòåìè (3)
ψ1 = t− r −M ln ∆− M2√M2−a2 ln
(
r−r+
r−r−
)
+ ia cos θ, (5)
ψ2 = ϕ− a2√M2−a2 ln
(
r−r+
r−r−
)
− i ln 1−cos θsin θ ; (6)
òà äîñëiäæåíî îñíîâíi âëàñòèâîñòi òàêîãî ðîçâ'ßçêó ìåòîäîì ðîçäiëåííß çìiííèõ.
[1] Teukolsky S.A. Perturbations of a rotating black hole. I. Fundamental equations for
gravitational, electromagnetic, and neutrino-ﬁeld perturbations.  The Astrophysical
Journal 185,  1973.
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ÓÄÊ 519.6
Àëãîðèòì ïiäíåñåííß ðßäó äî ñòåïåíß
ÓãðèíÑ. Ç., àñèñò. êàô.ÎÌÏ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ñòåïåíåâèé ðßä ìîæíà ïiäíîñèòè äî ñòåïåíß â îáëàñòi éîãî ðiâíîìiðíî¨ çáiæ-
íîñòi äëß ôóíêöiîíàëüíèõ ðßäiâ.
Àëãîðèòìè ïiäíåñåííß ðßäó äî ñòåïåíß ðîçðîáëßþòüñß.
Íàéëåãøîþ âèãëßäà¹ êîíñòðóêöiß ïiäíåñåííß ðßäó äî ñòåïåíß íàòóðàëüíîãî
ïîêàçíèêà.
Ñêëàäíèìè â óñiõ iïîñòàñßõ ¹ ïåðåòâîðåííß ïiäíåñåííß äî äîäàòíîãî ðàöiî-
íàëüíîãî ñòåïåíß íà îñíîâi ôîðìóëè Íüþòîíà [2].
Àëãîðèòì ïiäíåñåííß ðßäó äî âiä'¹ìíîãî ñòåïåíß íå ðîçðîáëßâñß.
Áóäü-ßêå ïiäíåñåííß ôóíêöiîíàëüíîãî ðßäó äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíß ïåðåä-
áà÷à¹ âiäïðàöþâàííß òîïîëîãi¨ [6], ßêà çàáåçïå÷èòü âiäïîâiäíi àñïåêòè çáiæíîñòi
i íåïåðåðâíîñòi.
Àëãîðèòì ïiäíåñåííß ÷àñòêîâèõ ñóì äî ñòåïåíß íàòóðàëüíîãî ïîêàçíèêà íå
âè÷åðïó¹ âñiõ ïðîáëåì àíàëiçó.
[1] Ôèõòåíãîëüö Ã.Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèß. (Â 3-õ
òîìàõ).  Ì.: Íàóêà, 1966. Ò. 2  800 ñ.
[2] Âèëåíêèí Í.ß. Êîìáèíàòîðèêà.  Ì.: Íàóêà, 1969.  328 ñ.
[3] Êóäðßâöåâ Ë.Ä. Ðßä. // Ìàòåìàòè÷åñêàß ýíöèêëîïåäèß. (Â 5-è òîìàõ).  Ì.: Ñî-
âåòñêàß ýíöèêëîïåäèß, 1984. Ò. 4  1215 ñ.
[4] Ñóõîðîëüñüêèé Ì.À. Ôóíêöiîíàëüíi ïîñëiäîâíîñòi òà ðßäè.  Ëüâiâ: Ðàñòð - 7, 2007.
 346 ñ.
[5] Ãàâðèëiâ Î.Ñ., Ëóæåöüêèé Á.Ì. Ïðî àëãîðèòì ïiäíåñåííß ðßäó äî ñòåïåíß íàòó-
ðàëüíîãî ïîêàçíèêà. // Ìåòîäà ìàòåìàòèêè, 2016.   17.
[6] Êåëëè Äæ. Îáùàß òîïîëîãèß.  Ì.: Íàóêà, 1981.  432 ñ.
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ÓÄÊ 517.3
Ïîáóäîâà êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü äëß
íåïiâíåñêií÷åíèõ îáëàñòåé ç òîðöåâèìè íàäðiçàìè òà
¨õ çàñòîñóâàííß â iíæåíåðíîòåõíi÷íèõ äîñëiäæåííßõ
Ôåäþê.Ì.1, ê. ô.ì. í., äîö. êàô. ÎÌÏ
ÄóìàíñüêèéÎ. I.2, ê. ô.ì. í., äîö. êàô. IÒ
ØèìàíñüêèéÂ.Ì.2, ê. ò. í., ñò. âèêë. êàô. IÒ
1 Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñò.Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
2 Íàöiîíàëüíèé ëiñîòåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò Óêðà¨íè
(âóë. ãåíåðàëà ×óïðèíêè, 103, ì. Ëüâiâ, 79057, Óêðà¨íà)
Êîíôîðìíi ïåðåòâîðåííß âiäíîñßòüñß äî îäíîãî ç îñíîâíèõ ïîíßòü òåîði¨
ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ßê ó òåîðåòè÷íîìó âiä-
íîøåííi, òàê i ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ çàäà÷ ñòîñîâíî àåðî - i ãiäðîìåõàíiêè,
òåîði¨ ïðóæíîñòi, åëåêòðî  i ðàäiîòåõíiêè, òåïëîòåõíiêè òà áàãàòüîõ iíøèõ
iíæåíåðíîòåõíi÷íèõ äîñëiäæåíü. Çàñòîñîâíiñòü êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü äà¹
ìîæëèâiñòü ïðîñòî i åôåêòèâíî îäåðæàòè ðîçâ'ßçêè çàäà÷, çîêðåìà ïðè äîñëiä-
æåííi íàïðóæåíîäåôîðìiâíîãî ñòàíó ïëàñòèí÷àñòèõ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié ç
ðiçíîìàíiòíèìè ïîðóøåííßìè ¨õ îäíîðiäíîñòi, òîáòî êðèâîëiíiéíèìè îòâîðàìè,
ïîâåðõíåâèìè íàäðiçàìè, âèòî÷êàìè, ïîòîâùåííßìè äåßêî¨ ÷àñòèíè îáëàñòi i ò.
i. Òàêèé øëßõ ðåàëiçàöi¨ ðîçâ'ßçêó ïîäàíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi çàäà÷i ¹ äîñòóï-
íèì i ïåðñïåêòèâíèì, îñêiëüêè ìà¹ìî ÷óäîâî ðîçðîáëåíèé àïàðàò êîìïëåêñíèõ
ïîòåíöiàëiâ, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi Ì.I.Ìóñõåëiøâiëi [1], ñóòü ßêîãî ïîëßãà¹ â
òîìó, ùî ïîòðiáíî ìàòè àáî ïîáóäóâàòè êîíôîðìíî âiäîáðàæàþ÷ó ôóíêöiþ, ùî
çäiéñíþ¹ ïåðåòâîðåííß îáëàñòi äîñëiäæóâàíîãî îá'¹êòà íà îáëàñòü îäèíè÷íîãî
êðóãà, àáî íà éîãî çîâíiøíiñòü.
Â ïðîïîíîâàíié ðîáîòi íàâîäßòüñß ïîáóäîâàíi âiäïîâiäíi êîíôîðìíî âiäîáðà-
æàþ÷i ôóíêöi¨, çãiäíî ßêèõ çäiéñíþ¹òüñß âiäîáðàæåííß ïiâïëîùèí ç òîðöåâèìè
íàäðiçàìè ó ôiçè÷íié îáëàñòi íà âíóòðiøíiñòü àáî çîâíiøíiñòü êðóãà â ïàðàìåò-
ðè÷íié îáëàñòi. Çîêðåìà ïîáóäîâàíi íàñòóïíi êîíôîðìíî âiäîáðàæàþ÷i ôóíêöi¨:
à) ïiâïëîùèíè ç îäíèì êðèâîëiíiéíèì íàäðiçîì (âèòî÷êîþ)
z = ω(ζ) = A
(
ζ +
m
ζ − i + ib
)
,
äå z=x+iy,ζ = ξ + iη = ρeiθ- êîìïëåêñíi çìiííi âiäïîâiäíî ó ôiçè÷íié z i ïà-
ðàìåòðè÷íié ζ ïëîùèíàõ, A = l/2, b = −1 −m/2, m = −4(1 + √2a), a = r0/l,
l  ãëèáèíà íàðiçó, à r0 ðàäióñ çàîêðóãëåííß éîãî âåðøèíè. Ïðè r0 =0  âåð-
øèíà íàäðiçó áóäå ãîñòðîêiíöåâîþ, ùî âiäïîâiäà¹ âåðøèíi òðiùèíè. Ïàðàìåòð
çìiíþ¹òüñß íà ïðîìiæêó t ∈ [−1; 0] i ïðè m = 0 áóäå çäiéñíåíî âiäîáðàæåííß
ïiâïëîùèíè áåç íàäðiçó, à ïðè m > 0  âèñòóï íàä ïiâïëîùèíîþ.
á) ïiâïëîùèíà ç äâîìà êðèâîëiíiéíèìè íàäðiçàìè z = ω(ζ) =
= iA
(
ζ
ζ+1 − 2mζ2+t − b
)
, äå çìiííi z i ζ ¹ àíàëîãi÷íèìè, ßê i âèùå îïèñàíî, A =
= 2lε, m = t
2−1
8ε , t =
ε−1+√2a
ε−1−√2a , a = r0/l, 0 6 ε < ∞. Ïàðàìåòð ε âiäïîâiäà¹
çà âiäñòàíü ìiæ âåðøèíàìè íàäðiçiâ. Çíîâó æå l  ãëèáèíà íàäðiçiâ, r0  ðàäióñ
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çàîêðóãëåííß ¨õ âåðøèí i âiäïîâiäíî ïðè r0 =0  âåðøèíè íàäðiçiâ áóäóòü ãî-
ñòðîêiíöåâèìè, ùî âiäïîâiäà¹ âåðøèíi òðiùèíè. Ïðè çìiíi çíàêiâ ó ïàðàìåòðàõ
A òà m íà ïðîòèëåæíi òà ïîäàòè ïàðàìåòð t = (ε− 1−√2a)/(ε+ 1 +√2a), òî ó
ôiçè÷íié ïëîùèíi áóäåìî ìàòè ïiâïëîùèíó ç äâîìà âèñòóïàìè.
Çãiäíî ïîáóäîâàíèõ ôóíêöié âäàëîñß çðåàëiçóâàòè äîñëiäæåííß ïðóæíîãî òà
ãðàíè÷íî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó ïëàñòèí÷àñòîãî åëåìåíòà êîíñòðóêöié, òîðåöü ßêî-
ãî ìà¹ êðèâîëiíiéíèé íàäðiç àáî äåêiëüêà íàäðiçiâ. Äîñëiäæåíà ìiöíiñòü ïëà-
ñòèí÷àñòîãî åëåìåíòà, ùî çíàõîäèâñß â óìîâàõ ðîçòßãóþ÷è çóñèëü, ÷èñòîãî òà
öèëiíäðè÷íîãî çãèíàííß. Íàâåäåíi ôîðìóëè çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ êîíöåíòðàöi¨
íàïðóæåíü ó âåðøèíi îäíîãî íàäðiçó ïðè âiäïîâiäíèõ çîâíiøíiõ íàâàíòàæåííßõ
Kp =
(3+2
√
2a)(1+
√
2a)√
2a((1+2
√
2a))
- ðîçòßãóâàííß, Km =
2(1+
√
2a)2√
2a((1−2√2a)) - ÷èñòèé çãèí
KM =
1+
√
2a√
2a
· (3+2
√
2a)(1+ν)+4
√
2a)
(1+2
√
2a)(1+ν)+4((1+
√
2a))
- öèëiíäðè÷íèé çãèí.
[1] Ìóñõåëèøâèëè Í.È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè.Ìîñêâà: Íàóêà, 1966. 708 Ñ.
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ÓÄÊ 517.764
Ïîëóêâàòåðíèîííûå ìíîãîîáðàçèß è èõ
äèôôåîìîðôèçìû
ÕàääàäÌ.2, ê.ô.-ì.í., äåêàí ô-òà ýêîíîìèêè è áèçíåñà
ÊóðáàòîâàÈ.Í.1, ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè
1Îäåññêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì.È.È.Ìå÷íèêîâà
(óë.Äâîðßíñêàß, 2, ã. Îäåññà, 65001, Óêðà¨íà)
2Wadi International University, Ñèðèß
Â ( [1])ðàññìàòðèâàëè 4-êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèß ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ
ìíîãîîáðàçèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ . Çàòåì â ( [2])ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ïî-
÷òè ïîëóêâàòåðíèîííîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn c çàäàííûìè íà íåì ïî÷òè
êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè
1
F è
2
F , êîòîðûå óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì
1
Fαi
1
F hα = −δhi ,
2
Fαi
2
F hα = −δhi ,
1
Fαi
2
F hα −
2
Fαi
1
F hα = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî
3
Fαi
3
F hα = δ
h
i ,
3
F hi =
1
Fαi
2
F hα ,
òî åñòü F hi
3
ßâëßåòñß ñòðóêòóðîé ïî÷òè ïðîèçâåäåíèß.
Ñîîòâåòñòâåííî, ìû íàçûâàåì ïîëóêâàòåðíèîííîé ïîëèàôôèíîðíóþ ñòðóê-
òóðó, êîòîðàß ïîðîæäàåòñß ïàðîé ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, êîììóòèðóþ-
ùèõ ìåæäó ñîáîé.
Êàê îáû÷íî, ïîä êåëåðîâîé áóäåì ïîíèìàòü ïîëóêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó
íà Vn, äëß êîòîðîé
s
F hi,j = 0, s = 1, 2, 3.
ãäå <,> - çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â Vn.
Â ( [2])äîêàçàíî, ÷òî êåëåðîâî ïîëóêâàòåðíèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïðèâîäèìî.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîëóêâàòåðíèîííûå ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà íå äîïóñêà-
þò íåòðèâèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé( [3]) ñ ñîõðàíåíèåì àôôèíîðíîé
ñòðóêòóðû.
Ðàññìîòðèì (ïñåâäî-)ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà (Vn, gij) è (V n, gij) c ïîëóê-
âàòåðíèîííûìè êåëåðîâûìè ñòðóêòóðàìè
s
F ,
s
F , s = 1, 2, 3, íàõîäßùèåñß â 4-
êâàçèïëàíàðíîì îòîáðàæåíèè (4ÊÏÎ), ñîõðàíßþùåì ñòðóêòóðó. Òîãäà â îáùåé
ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò (xi) èìåþò ìåñòî
Γ
h
ij(x) = Γ
h
ij(x) +
3∑
s=0
s
q(i(x)
s
F hj)(x),
ãäå
◦
F hi = δ
h
i ,
3
F hi =
1
Fαi
2
F hα ,
s
F hi (x) =
s
F
h
i (x),
s
qi(x) - íåêîòîðûå êîâåêòîðû.
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Íàìè äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðè 4ÊÏÎ õîòß áû îäíà èç ïî÷òè êîìïëåêñíûõ
àôôèíîðíûõ ñòðóêòóð
1
F ,
2
F , îáðàçóþùèõ ïîëóêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó, êî-
âàðèàíòíî ïîñòîßííà â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ, òî äàííîå 4ÊÏÎ âûðîæäàåòñß â
ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ( [3])
Ïîñòðîåíû ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðè-
âàåìûõ îòîáðàæåíèé.
Èññëåäîâàíî 4-êâàçèïëàíàðíîå îòîáðàæåíèå ïîëóêâàòåðíèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà ïëîñêîå.Äëß ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ òàêîå îòîáðàæåíèå, íàéäåí
âíóòðåííèé òåíçîðíûé ïðèçíàê, à òàêæå ïîëó÷åíû â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò èõ ìåòðèêè.
[1] Êóðáàòîâà È.Í. Î äèôôåîìîðôèçìàõ ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ ìíîãîîáðàçèé. -
Ìàò.Ñòóäi¨. - 2013. - Ò.40, No. 1. Ñ. 95-103.
[2] Êóðáàòîâà È.Í. 4-êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèß ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ è ïîëóêâà-
òåðíèîííûõ ìíîãîîáðàçèé . Proceedings of the International Geometry Center , V.8,
2, 2015. p. 46-56
[3] Mikes J., Vanzurova A., Hinterleitner I. Geodesic Mappings and Some
Generalizations. Palacky University, Olomouc, Faculty of Science. Olomouc, 2009.
304 ñ.
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ÓÄÊ 539.3
Äîñëiäæåííß ìiöíîñòi ïëàñòèí÷àñòîãî åëåìåíòó
êîíñòðóêöi¨ ç êðèâîëiíiéíèì îòâîðîì àáî íàäðiçîì
ïðè äi¨ çîñåðåäæåíèõ ñèë
Ôåäþê.Ì.1, ê. ô.ì. í., äîö. êàô. ÎÌÏ
ÄóìàíñüêèéÎ. I.2, ê. ô.ì. í., äîö. êàô. IÒ
1 Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñò.Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
2 Íàöiîíàëüíèé ëiñîòåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò Óêðà¨íè
(âóë. ãåíåðàëà ×óïðèíêè, 103, ì. Ëüâiâ, 79057, Óêðà¨íà)
Ìåòà äîñëiäæåííß. Ìiöíiñòü òâåðäèõ òië âèçíà÷à¹òüñß íå òiëüêè ¨õ
ôiçè÷íî-õiìi÷íîþ ïðèðîäîþ, àëå i ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä äåôåêòíîñòi ñòðóêòóðè.
Ó ñòðóêòóði ðåàëüíèõ òâåðäèõ òië çàâæäè ìàþòü ìiñöå ðiçíîãî òèïó äåôåêòè 
êîíöåíòðàòîðè íàïðóæåíü, òàêi ßê, íàïðèêëàä, ìiêðî i ìàêðîòðiùèíè, ðiçíîãî
ïîõîäæåííß, ïîðîæíèíè i âêëþ÷åííß, ãðàíèöi çåðåí i áëîêiâ ñòðóêòóð, ñêóï÷åí-
íß äèñëîêàöié, âàêàíñié òîùî [1].
Îêðiì öüîãî, ó ïðîöåñi äåôîðìàöi¨ òâåðäîãî òiëà â îêîëi âåðøèí êðèâîëiíié-
íèõ îòâîðiâ ìà¹ìî âèñîêi ãðàäi¹íòè êîíöåíòðàöiß íàïðóæåíü, ùî ïðèâîäèòü äî
çàðîäêîâèõ i ðîñòó âæå íàßâíèõ â ïëàñòèí÷àñòîìó åëåìåíòi òðiùèí, òîáòî äî
ëîêàëüíîãî àáî ïîâíîãî éîãî ðóéíóâàííß.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Äîñëiäèòè ïðóæíèé òà ãðàíè÷íî-ðiâíîâàæíèé ñòàí
ïëàñòèí÷àñòîãî åëåìåíòà êîíñòðóêöi¨, ïîñëàáëåíîãî êðèâîëiíiéíèì îòâîðîì iç
çàîêðóãëåíèìè (äîñëiäæó¹òüñß êîíöåíòðàöiß íàïðóæåíü) àáî ãîñòðîêiíöåâèìè
âåðøèíàìè - ðîçêðèòà òðiùèíà (ðîçãëßäà¹òüñß iíòåíñèâíiñòü ðîçïîäiëó íàïðó-
æåíü), ïðè äi¨ çîñåðåäæåíèõ ñèëîâèõ ôàêòîðiâ (çîñåðåäæåíèõ ñèë iíòåíñèâíîñòi
Ð (ðèñ. 1)).
Ðèñ. 1.
Ìåòîäè äîñëiäæåííß. Äëß ðîçâ'ßçóâàííß ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i âèêîðèñòàíî
àïàðàò àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà ïîáóäîâàíà êîíôîðìíî ïåðåòâîðþþ÷à ôóíêöiß,
çãiäíî ßêî¨ âiäîáðàæà¹òüñß çîâíiøíiñòü êðèâîëiíiéíîãî îòâîðó íà çîâíiøíiñòü
êðóãà, ùî äàëî ìîæëèâiñòü îäåðæàòè çàìêíóòèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ßçîê çàäà÷i:
z = ω (ζ) = A
(
ζ +
mζ
ζ2 − t
)
, z = ω (ζ) = A
(
ζ +
mζ
ζ2 − t
)
,
äå 0 6 θ 6 2pi, ε = ba i ïðèéìà¹ çíà÷åíííß 0 6 ε 6 1, A =
a
2 [1− t+ (1 + t) ε] ,
m =
(1−ε)(1−t2)
(1−t)+(1+t)ε , a = x (0) - âiääàëü âiä öåíòðó îòâîðó äî íàéáiëüø âiääàëåíî¨
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òî÷êè îòâîðó; b  ðàäióñ âïèñàíîãî êîëà â îòâið; t  ïàðàìåòð ßêèé îá÷èñëþ¹òü-
ñß çãiäíî ôîðìóëè t =
r0/a(1−2ε)+ε(2−ε)−2
√
r0/a(1−r0/a)(1−ε2)
(2−ε)2−r0/a(5+4ε) i ïðèéìà¹ çíà÷åííß
(|t| 6 1) , r0  ðàäióñ çàîêðóãëåííß âåðøèí îòâîðó.
Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü. Îäåðæàíî âiäïîâiäíi ôîðìóëè, çãiäíî ßêèõ îá-
÷èñëþ¹òüñß ðîçïîäië êîíöåíòðàöi¨ íàïðóæåíü âçäîâæ êîíòóðó îòâîðó, êîåôi-
öi¹íòè êîíöåíòðàöi¨ íàïðóæåíü ó éîãî âåðøèíàõ, ùî õàðàêòåðèçóþòüñß âèñîêèì
ãðàäi¹íòîì íàïðóæåíü.
Ó âèïàäêó ãîñòðîêiíöåâèõ âåðøèí îòâîðó ïîáóäîâàíi ôîðìóëè îá÷èñëåííß
êîåôiöi¹íòiâ iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü â ¨õ îêîëi.
Âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü îïèñàíi ó âèãëßäi ãðàôiêiâ.
Âèñíîâêè. Ïðè çìiíi âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðíèõ ïàðàìåòðiâ, ìîæåìî çìiíþ-
âàòè ãåîìåòðè÷íó êîíôiãóðàöiþ êîíòóðó êðèâîëiíiéíîãî îòâîðó (âiä êðóãîâîãî
äî îòâîðiâ ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè ), òîáòî ïðîâîäèòè ðîçðàõóíêè ðîçïîäiëó êîí-
öåíòðàöi¨ íàïðóæåíü ó âèïàäêó çàîêðóãëåíèõ âåðøèí îòâîðó òà iíòåíñèâíîñòi
íàïðóæåíü  ïðè ãîñòðîêiíöåâèõ âåðøèíàõ äëß ðiçíîìàíiòíî¨ ñèñòåìè îòâîðiâ.
[1] Ïàíàñþê Â.Â., Ñàâðóê Ì.Ï., Äàöèøèí À.Ï. Ðîïîäië íàïðóæåíü áiëß òðiùèí â
ïëàñòèíêàõ òà îáîëîíêàõ.Ê.: Íàóêîâà äóìêà, 1984. 344 Ñ.
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ÓÄÊ 539.3
Ïðîöåäóðà îïòèìiçàöi¨ ïðîöåñó öiëüîâî¨ òåðìîîáðîáêè
åëåìåíòiâ åëåêòðîâàêóóìíèõ âèðîáiâ
ÁóäçÑ.Ô.1, ê.ô.-ì.í., ñò.í.ñ.
Áóäç I. Ñ.2, ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
1 Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
(âóë. Íàóêîâà, 3Á, ì.Ëüâiâ, 79060, Óêðà¨íà)
2 Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Áàíäåðè, 12, ì. Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
Ïiäâèùåííß òåõíîëîãi÷íîãî ðiâíß åëåêòðîâàêóóìíîãî âèðîáíèöòâà, ïîëiï-
øåííß ßêîñòi ïðîäóêöi¨, ¨¨ åêñïëóàòàöiéíèõ õàðàêòåðèñòèê i íàäiéíîñòi ïîâ'ßçàíi
â ïåðøó ÷åðãó ç íåîáõiäíiñòþ áåçïåðåðâíîãî âäîñêîíàëåííß i îïòèìiçàöi¨ òåõíî-
ëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ, ãîëîâíèìè ç ßêèõ ¹ ïðîöåñè òåðìîîáðîáêè ñêëßíèõ åëåìåíòiâ
âèðîáiâ. Ïðîöåäóðà îïòèìiçàöi¨ ðåæèìiâ öiëüîâî¨ òåðìîîáðîáêè åëåêòðîâàêóóì-
íèõ ñêëßíèõ âèðîáiâ çäiéñíþ¹òüñß çà åòàïàìè:
1. ïðîâåäåííß àíàëiçó ðîçãëßäóâàíîãî òåõíîëîãi÷íîãî ïðîöåñó i îöiíêà âïëèâó
òåõíîëîãi÷íèõ ôàêòîðiâ íà ìiöíiñòü i íàäiéíiñòü âèðîáó ïðè òåðìîîáðîáöi;
2. ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi êîíêðåòíîãî ïðîöåñó òåðìîîáðîáêè òèïîâîãî
âèðîáó i âèáið îñíîâíèõ òåõíîëîãi÷íèõ ïàðàìåòðiâ óïðàâëiííß ïðîöåñîì. Âè-
áið êðèòåðiþ îïòèìiçàöi¨ i ôîðìóëþâàííß îáìåæåíü íà òåìïåðàòóðó i íàïðó-
æåííß. Ôîðìóëþâàííß i ðîçâ'ßçîê âiäïîâiäíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè
âèçíà÷åííß òà îïòèìiçàöi¨ çà íàïðóæåííßìè òåïëîâèõ ðåæèìiâ òåðìîîáðîá-
êè ñêëßíîãî âèðîáó;
3. äîñëiäíî-ïðîìèñëîâà ïåðåâiðêà îïòèìàëüíèõ çà íàïðóæåííßìè ðåæèìiâ òåð-
ìîîáðîáêè é àíàëiç àäåêâàòíîñòi îáðàíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðåàëüíîìó òåõ-
íîëîãi÷íîãî ïðîöåñó òåðìîîáðîáêè. Âèðîáëåííß ïðîïîçèöié äëß âïðîâàäæåí-
íß ó âèðîáíèöòâî ðàöiîíàëüíèõ ðåæèìiâ òåðìîîáðîáêè i ñèñòåìè åôåêòèâíî-
ãî êåðóâàííß ïàðàìåòðàìè òåïëîâîãî ðåæèìó.
ßê ïðèêëàä, ðîçãëßíåìî äâà áàçîâi òèïè òåðìîîáðîáêè åëåìåíòiâ åëåêòðî-
âàêóóìíèõ ïðèëàäiâ(ÅÂÏ): âiäïàë åëåìåíòiâ, çîêðåìà åêðàíiâ i òåðìîâàêóóìíó
îáðîáêó îáîëîíîê. Çàâäàííßì âiäïàëó åêðàíiâ ¹ çíßòòß çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü,
ùî âèíèêëè â ïðîöåñi ¨õ âèãîòîâëåííß, à ìåòîþ òåðìîâàêóóìíî¨ îáðîáêè- äî-
ñßãíåííß çàäàíîãî ñòóïåíß âàêóóìó øëßõîì äåãàçàöi¨ ñêëà ïðè íàãðiâi i âiäêà÷-
öi ãàçiâ iç âíóòðiøíüîãî îá'¹ìó îáîëîíêè. Ñïiëüíèìè ïðè îïòèìiçàöi¨ òåïëîâèõ
ðåæèìiâ â îáîõ çãàäàíèõ òèïàõ ¹ êðèòåðié îïòèìiçàöi¨ (ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó
åíåðãi¨ ïðóæíî¨ äåôîðìàöi¨ åëåìåíòiâ ÅÂÏ), îïòèìiçàöiß çà ðiâíåì ìàêñèìàëü-
íèõ íàïðóæåíü, à òàêîæ îáìåæåííß íà äîïóñòèìó òåìïåðàòóðó åëåìåíòiâ ÅÂÏ.
Ó âiäïîâiäíîñòi äî ñóòi äðóãîãî åòàïó ââåäåìî çîíè äîïóñòèìî¨ çìiíè òåìïå-
ðàòóðè i òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü:
t±0 6 t± (τ) 6 t±∗ , σ±0 6 σ± (τ) 6 σ±∗ , 0 6 τ 6 τ1
íà ïîâåðõíßõ γ = ±h åëåìåíòà ÅÂÏ, ßêèé ïiääà¹òüñß òåðìîîáðîáöi (â ïðè-
ïóùåííi, ùî òåìïåðàòóðà åëåìåíòà çìiíþ¹òüñß òiëüêè â ÷àñi i ïî òîâùèíi íà
âñüîìó iíòåðâàëi íàãðiâó). Òóò t±0 , t
±∗ -ïî÷àòêîâà i ìàêñèìàëüíà òåìïåðàòóðè íà
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ïîâåðõíßõ γ = ±h, σ±0 6 0, σ±∗ > 0 - çàäàíi âåëè÷èíè, ßêi îêðåñëþþòü çîíó äî-
ïóñòèìî¨ çìiíè òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü ïðè γ = ±h i ìîæóòü çìiíþâàòèñß ó
çâ'ßçêó ç çàëåæíiñòþ ìåõàíi÷íèõ i òåïëîôiçè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ñêëà âiä òåì-
ïåðàòóðè, à òàêîæ íàßâíiñòþ ñòðóêòóðíèõ ïåðåòâîðåíü; τ -÷àñ; τ1- òðèâàëiñòü
ïðîöåñó òåðìîîáðîáêè.
Â ðåçóëüòàòi âèêîíàííß òðåòüîãî åòàïó âñòàíîâëþ¹òüñß ìîæëèâiñòü òåõíîëî-
ãi÷íèõ çàñîáiâ ðåàëiçàöi¨ çàïðîïîíîâàíîãî îïòèìàëüíîãî çà íàïðóæåííßìè òåï-
ëîâîãî ðåæèìó îáðîáêè ñêëßíîãî ïðîäóêòó, ïåðåâiðß¹òüñß ìîæëèâiñòü çàáåçïå-
÷åííß ìiöíiñíèõ õàðàêòåðèñòèê âèðîáó òà éîãî òåõíîëîãi÷íèõ ïàðàìåòðiâ. Âñòà-
íîâëþ¹òüñß ðîöåíò ðóéíóâàííß ïðîäóêòó ïðè îïòèìàëüíîìó òåïëîâîìó ðåæèìi
i ïiäâèùåííß ïðîäóêòèâíîñòi îáëàäíàííß òåðìîîáðîáêè. Âíîñßòüñß òåõíîëîãi÷-
íi êîðåêòèâè, ßêi ìîæóòü áóòè âðàõîâàíi íà ñòàäi¨ êîíñòðóêòîðñüêî¨ ðîçðîáêè
âèðîáó òà ñòâîðåííß òåõíîëîãi¨ éîãî âèãîòîâëåííß i òåðìîîáðîáêè. Íàäàþòüñß
ðåêîìåíäàöi¨ äëß ðåàëiçàöi¨ îïòèìàëüíèõ ðåæèìiâ òåðìîîáðîáêè.
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ÓÄÊ 539.3
×èñåëüíå äîñëiäæåííß âiëüíèõ êîëèâàíü îáîëîíêîâèõ
åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié ç ïîïåðåäíiì íàâàíòàæåííßì
Áóäç I. Ñ., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Áàíäåðè, 12, ì. Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
Â ðiçíèõ ãàëóçßõ ñó÷àñíî¨ òåõíiêè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñß îáîëîíêîâi åëå-
ìåíòè êîíñòðóêöié. Ìîäåëþâàííß ñêëàäíèõ ìåõàíi÷íèõ òà ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ
âèìàãà¹ áiëüø ïîâíîãî âðàõóâàííß ðåàëüíèõ óìîâ ðîáîòè òàêèõ êîíñòðóêöié.
Çîêðåìà, âàæëèâèì ¹ âèâ÷åííß âïëèâó ïîïåðåäíüîãî íàïðóæåíî-äåôîðìiâíîãî
ñòàíó, ßêèé çóìîâëåíèé ñòàòè÷íèì çîâíiøíiì íàâàíòàæåííßì íà ÷àñòîòè i ôîð-
ìè âiëüíèõ êîëèâàíü îáîëîíêîâèõ êîíñòðóêöié.
Ðîçãëßäà¹òüñß çàäà÷à ïðî âiëüíi ãàðìîíiéíi êîëèâàííß ñêëàäåíî¨ îáî-
ëîíêè îáåðòàííß òèïó Òèìîøåíêà ç âðàõóâàííßì ïî÷àòêîâîãî íàïðóæåíî-
äåôîðìiâíîãî ñòàíó.
Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíi ñïiââiäíîøåííß ãåîìåòðè÷íî íåëiíiéíî¨ òåîði¨ Òè-
ìîøåíêà [1], îòðèìàíi ëiíåàðèçîâàíi ðiâíßííß ðóõó, ôiçè÷íi òà ãåîìåòðè÷íi
ñïiââiäíîøåííß äëß îáîëîíîê ç ïî÷àòêîâèì íàïðóæåíî-äåôîðìiâíèì ñòàíîì.
Çàïèñàíà âàðiàöiéíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî âiëüíi êîëèâàííß òîíêèõ îáîëîíîê ç
óðàõóâàííßì ïî÷àòêîâîãî íàïðóæåíî-äåôîðìiâíîãî ñòàíó, îòðèìàíà ìàòðè÷íî-
îïåðàòîðíà ïðîáëåìà âëàñíèõ çíà÷åíü.
Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä âèçíà÷åííß i äîñëiäæåííß âïëèâó ïî÷àòêîâîãî
íàïðóæåíî-äåôîðìiâíîãî ñòàíó íà ÷àñòîòè i ôîðìè êîëèâàíü ñêëàäåíèõ òîí-
êîñòiííèõ êîíñòðóêöié îáåðòàííß. Ïðè ïîáóäîâi ÷èñåëüíî¨ ñõåìè ðîçâ'ßçêó öi¹¨
çàäà÷i âèêîðèñòîâó¹òüñß íàïiâàíàëiòè÷íèé ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ [2]. Îò-
ðèìàíà óçàãàëüíåíà ïðîáëåìà íà âëàñíi çíà÷åííß ðîçâ'ßçó¹òüñß ìåòîäîì iòåðàöié
â ïiäïðîñòîði [3].
Âèêîíàíi ðîçðàõóíêè ÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê îêðåìèõ òîíêîñòiííèõ êîí-
ñòðóêöié, ùî ìàþòü çàñòîñóâàííß â iíæåíåðíié ïðàêòèöi.
Äëß öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ïðîâåäåíî äîñëiäæåííß òî÷íîñòi, ñòiéêîñòi òà
çáiæíîñòi îäåðæàíî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè òà ¨õ çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâîãî
íàïðóæåíî-äåôîðìiâíîãî ñòàíó.
ßê ïðèêëàä, ðîçãëßäàëàñü òàêîæ çàäà÷à ïðî âiëüíi ãàðìîíiéíi êîëèâàííß
ñêëßíî¨ îáîëîíêè åëåêòðîííî-ïðîìåíåâî¨ ïðîåêöiéíî¨ òðóáêè. Çðîáëåíî êiëüêiñíi
òà ßêiñíi îöiíêè. Ïðîâåäåíî ÷èñåëüíèé àíàëiç çàëåæíîñòi âëàñíèõ ÷àñòîò âiä
ïî÷àòêîâîãî íàïðóæåíî-äåôîðìiâíîãî ñòàíó.
[1] Âàãií Ï.Ï., Ìóõà I. Ñ., Ñàâóëà ß. Ã. Ðîçâ'ßçóâàííß ãåîìåòðè÷íî íåëiíiéíèõ çàäà÷
ñòàòèêè îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Âiñí. Ëüâiâ.
óí-òó Ñåð. ìåõ.-ìàò.1989.31. Ñ. 6774.
[2] Càâóëà ß. Ã., Øèíêàðåíêî Ã.À., Âîâê Â.Í. åêîòîðûå ïðèëîæåíèß ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ: Ó÷åá. ïîñîáèå.Ëüâîâ, 1981.
[3] Áàòý Ê., Âèëñîí Å. ×èñëåííûå ìåòîäû àíàëèçà è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.,
1982.
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ÓÄÊ 517.9
Ìîäåëþâàííß ðóõó çàðßäæåíèõ ÷àñòèíîê ó ñõðåùåíèõ
ïîëßõ ç ãðåáií÷àñòîþ óïîâiëüíþþ÷îþ ñèñòåìîþ
ÂîëîâåíêîÌ.Â.1, ì.í.ñ,
Êóçíi÷åíêîÂ. Â.2, ñòóäåíòêà ãð. ÌIÂÒ-12-1,
ÍiêiòåíêîÎ.Ì.2, ê.ò.í., äîö. êàô.ÌÂÒ
1Íàöiîíàëüíèé Íàóêîâèé Öåíòð Õàðêiâñüêèé ôiçèêî-òåõíi÷íèé iíñòèòóò
(âóë. Àêàäåìi÷íà, 1, ì. Õàðêiâ, 61108, Óêðà¨íà)
2Õàðêiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ðàäiîåëåêòðîíiêè
(ïðîñï. Íàóêè, 14, ì. Õàðêiâ, 61166, Óêðà¨íà)
Äîñëiäæåííß òà ìîäåëþâàííß ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ðåàëüíèõ îá'¹êòiâ âèìàãà-
þòü â çàëåæíîñòi âiä äåòàëiçàöi¨ îïèñó óòî÷íåííß àáî äîäàòêîâîãî îïèñó îêðåìèõ
ñêëàäîâèõ ÷àñòèí, ùî ðîçãëßäàþòü.
Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ âàêóóìíî¨ åëåêòðîíiêè ïiä ÷àñ äîñëiäæåíü ôiçè÷íèõ ïðî-
öåñiâ, ùî ìàþòü ìiñöå â åëåêòðîííèõ ïðèëàäàõ, ïîñòà¹ íåîáõiäíiñòü äîñëiäæåíü
òðà¹êòîðié ðóõó çàðßäæåíèõ ÷àñòèíîê â òàêèõ ñèñòåìàõ.
×iëüíå ìiñöå ñåðåä ïðèëàäiâ ÍB× ïîñiäàþòü ïðèëàäè çi cõpeùeíèìè còaòè÷-
íèìè ïîëßìè, oäíaê, òðåáà âèçíàòè íeäocòaòíiì piâeíü ðîçóìiííß cyòi ßâèù, ßêi
âiäïîâiäàþòü çà ôopìóâaííß âèõiäíîãî cïeêòpó â íèõ, ùî íå äoçâoëß¹ oöiíþâaòè
çìiíè âèxiäíoão cèãíaëó â çàëåæíîñòi âiä yìoâ pîáoòè.
Ñèñòåìè çi ñõðåùåíèìè ïîëßìè  öå åëåêòðîííi ëàìïè, ßêi åôåêòèâíî ïåðå-
òâîðþþòü âõiäíó ïîòóæíiñòü ñòàëîãî ñòðóìó ó ÍÂ× õâèëi ç âèñîêèì êêä. Øèðî-
êèé ïåðåëiê ïåðåâàã ñèñòåì Ìòèïó îáóìîâëþ¹ ¨õ çàñòîñóâàííß ó ðiçíîìàíiòíèõ
ðàäiîåëåêòðîííèõ ñèñòåìàõ ïiä ÷àñ âèðiøåííß çàäà÷ ðàäiîëîêàöi¨, ðàäiîíàâiãàöi¨,
çâ'ßçêó, ðàäiîïðîòèäi¨ òà ðàäiîåëåêòðîííîãî ïðèäóøåííß é ìåäè÷íîãî òà ïîáóòî-
âîãî ÍÂ×íàãðiâàííß. Îñòàííiì ÷àñîì øèðîêîãî ðîçïîâñþäæåííß íàáóëè ÍÂ×
ïi÷êè, ßêi çàñòîñîâóþòüñß äëß íàãðiâàííß ¨æi [1], äå îñíîâíèì åëåìåíòîì ¹ ìàã-
íåòðîí.
Òåîðåòè÷íå äîñëiäæåííß âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíiâ ç ïîëåì ó áàãàòîðåçîíàòîðíîìó
ìàãíåòðîíi àáî ñïîðiäíåíèõ ç íèì ïðèëàäàõ ïî÷èíà¹òüñß ç ðîçâ'ßçàííß äâîâèìið-
íî¨ çàäà÷i ïðî ðóõ åëåêòðîíiâ â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó òà åëåêòðè÷íèõ ïîëßõ.
Íàé÷àñòiøå ïiä ÷àñ ìîäåëþâàííß ÍÂ× ïðèëàäiâ Ì-òèïó ïðè âðàõóâàííi ðîç-
ïîäiëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó âèêîðèñòîâóþòü ãëàäêi åëåêòðîäè (ðèñ.
1à).
a b
Ðèñ. 1. Ïðîñòið âçà¹ìîäi¨
a  ãëàäêi åëåêòðîäè; b  ãðåáiíêà
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Ïðè ìîäåëþâàííi åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëiâ ó ïðîñòîði âçà¹ìîäi¨ âèêîðè-
ñòîâóþòü ãðåáiíêó àáî ãðåáií÷àñòó óïîâiëüíþþ÷ó ñèñòåìó (ðèñ. 1b).
Ãðåáií÷àñòà óïîâiëüíþþ÷à ñèñòåìà çàñòîñîâó¹òüñß ó áàãàòüîõ ïðèëàäàõ ÍÂ×
Î-òèïó, à òàêîæ ïðè ìîäåëþâàííi ïðèëàäiâ Ì-òèïó.
Ïîðiâíþþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ðèñ. 1, ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî ðîçïîäië åëåê-
òðîñòàòè÷íîãî ïîëß à ïðîñòîði âçà¹ìîäi¨ ìà¹ ñóòò¹âî âiäðiçíßòèñß.
Îòæå, ìåòîþ öüîãî äîñëiäæåííß ¹ ìîäåëþâàííß ïîâåäiíêè çàðßäæåíèõ ÷à-
ñòèíîê (åëåêòðîíiâ) ó ñèñòåìàõ çi ñõðåùåíèìè ïîëßìè i ç'ßñóâàòè ßêèì ÷èíîì
âïëèâàþòü ãåîìåòðè÷íi ïàðàìåòðè ãðåáiíêè íà òðà¹êòîðiþ ðóõó çàðßäæåíèõ ÷à-
ñòèíîê.
Ðiâíßííß ðóõó çàðßäæåíî¨ ÷àñòèíêè ó ñõðåùåíèõ ïîëßõ îïèñó¹òüñß â äåêàð-
òîâié ñèñòåìi êîîðäèíàòàõ (x, y) ¹ çàäà÷åþ Êîøi é âèçíà÷à¹òüñß òàêîþ ñèñòåìîþ
ðiâíßíü
d2x
dt2
= η
(
Ex +B
dy
dt
)
(1)
d2y
dt2
= η
(
Ey −Bdx
dt
)
,
äå ηïèòîìèé çàðßä åëåêòðíó;
B íàïðóæåíiñòü ïîïåðå÷íîãî ìàãíiòíîãî ïîëß;
Ex íàïðóæåíiñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëß âçäîâæ îñi àáñöèñ;
Ey íàïðóæåíiñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëß âçäîâæ îñi îðäèíàò.
Ïðè öüîìó ïî÷àòêîâi óìîâè íàáóâàþòü òàêèõ çíà÷åíü:
x(0) = 0;
dx
dt
∣∣∣∣
t=0
= 0; (2)
y(0) = 0;
dy
dt
∣∣∣∣
t=0
= 0.
Íàïðóæåíiñòü åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëß äëß êîíôiãóðàöi¨ (ðèñ. 1à)
ìà¹ âèãëßä:
Ex = 0; (3)
Ey = η
Ua
D
,
à äëß êîíôiãóðàöi¨ (ðèñ. 1b) [2] 
Ex =
4pih
L
A0
∞∑
n=1
nAn sin
2pinx
L
sh
ny
D
; (4)
Ey = A0
(
1− 2h
D
∞∑
n=1
nAncos
2pinx
L
ch
ny
D
)
,
äå
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A0 =
Ua
D+ lh
L
,
An =
sinpinl
L
(pinlL +sin
2pinl
L )
(
sh
n(h+D)
D
−shn
)
+pi shn
.
Ðîçâ'ßçîê çàäà÷i Êîøi äëß ñèñòåìè ðiâíßíü (1) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (2) i
êîíôiãóðàöi¹þ åëåêòðîäiâ (3) (ðèñ. 1à) íàáóâà¹ âèãëßäó
x =
Ua
ηDB2
(ωHt− sinωHt) ;
y =
Ua
ηDB2
(1− cosωHt) .
Ïîçíà÷èâøè τ = ωHt i r =
Ua
ηDB2
, îòðèìà¹ìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíßííß öèêëî¨-
äè
x = r (τ − sin τ) ; (5)
y = r (1− cos τ) .
Òðà¹êòîðiß ðóõó çàðßäæåíèõ ÷àñòèíîê äëß ñèñòåìè (2) íàâåäåíî íà ðèñ. 2.
a b
Ðèñ. 2. Òðà¹êòîðiß ðóõó
a  äëß êîíôiãóðàöi¨ ðèñ. 1a; b  äëß êîíôiãóðàöi¨ ðèñ. 1b
Ïîðiâíßííß çîáðàæåíü íà ðèñ. 2 ïîêàçó¹, ùî ïiä ÷àñ ìîäåëþâàííß âðàõóâàí-
íß ðîçïîäiëó ïîëß, ßêå ïðèòàìàííå ãðåáií÷àñòié ñòðóêòóði (ðèñ. 1b), âèßâëß¹
ìîäóëßöiþ ïîòîêó, ùî ïðèçâîäèòü äî ñóòò¹âîãî âïëèâó íà åâîëþöiþ ñèñòåìè.
[1] Kawaguchi T. Analysis of Magnetron Operation in Microwave Oven // Toshiba Rebyu,
v. 40, No 6, P. 531 -534.
[2] Êîð÷àêîâà À.Ñ., Íiêiòåíêî Î.Ì. Ìîäåëþâàííß ðîçïîäiëó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïî-
ëß â ïëàñêèõ ñèñòåìàõ çi ñêëàäíîþ êîíôiãóðàöi¹þ åëåêòðîäiâ // ¾Êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå â íàóêîåìêèõ òåõíîëîãèßõ¿ (ÊÌÍÒ-2014) Ñ. 200  203
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ÓÄÊ 004.04
Íàëàøòóâàííß ìîäåëi íå÷iòêîãî ëîãi÷íîãî âèâåäåííß
¾Âèáið ïðîãðàì òðåíóâàíü¿ íà íàâ÷àëüíié âèáiðöi
ÃóêÍ. À., ä.ô.-ì.í., ïðîô. êàô.ÊÒ
ÏðèñßæíàÌ.Ê., ñò.âèêë. êàô.ôiç.âèõîâàííß
ÁåêëåíèùåâÂ. I., ñòóäåíò ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè
Äíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Îëåñß Ãîí÷àðà
(ïð. Ãàãàðiíà, 72, ì.Äíiïðîïåòðîâñüê, 49010, Óêðà¨íà)
Íåïðàâèëüíà îðãàíiçàöiß çàíßòü, çíåâàãà ìåòîäè÷íèìè ïðèíöèïàìè, âèêîíàí-
íß ôiçè÷íèõ íàâàíòàæåíü áåç óðàõóâàííß ñòàíó çäîðîâ'ß, ðiâíß ôiçè÷íî¨ ïiäãî-
òîâëåíîñòi ìîæå ïðèçâåñòè äî íåãàòèâíèõ çìií â ñòàíi çäîðîâ'ß. Âiäïîâiäíî äî
íàâ÷àëüíî¨ ïðîãðàìè ïðè âèâ÷åííi äèñöèïëiíè ¾Ôiçè÷íå âèõîâàííß¿ äëß êîæíî-
ãî ñòóäåíòà íåîáõiäíî ðàöiîíàëüíî ñïëàíóâàòè îáñßã i iíòåíñèâíiñòü òðåíóâàëü-
íèõ íàâàíòàæåíü âiäïîâiäíî äî ôóíêöiîíàëüíî¨ ïiäãîòîâëåíîñòi i ñòàíó ñòóäåíòà
â ðåæèìi ðåàëüíîãî ÷àñó.
Ó äàíié ðîáîòi ñòâîðåíî åêñïåðòíó ñèñòåìó, ßêà äîçâîëß¹ ÷àñòêîâî çàìiíèòè
ôóíêöi¨ òðåíåðà çi ñêëàäàííß iíäèâiäóàëüíèõ òðåíóâàëüíèõ ïðîãðàì.
Äëß ðîçâ'ßçàííß ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i ïðîïîíó¹òüñß âèêîðèñòàííß åêñïåðò-
íî¨ ñèñòåìè, çàñíîâàíî¨ íà çîáðàæåííi çíàíü ó ôîðìi íå÷iòêèõ ïðîäóêöié i ëiíã-
âiñòè÷íèõ çìiííèõ.
Â ßêîñòi âõiäíî¨ iíôîðìàöi¨ äëß ðîáîòè ñèñòåìè âèêîðèñòîâóþòüñß ôiçè÷íi
ïàðàìåòðè êîðèñòóâà÷à (âàãà, çðiñò, ñòàòü, äîâæèíà êîëà çàï'ßñòß), íà ïiäñòàâi
àíàëiçó öèõ çíà÷åíü ñèñòåìà ðîçðàõîâó¹ iíäåêñ Ñîëîâéîâà i iíäåêñ Êåòòëà [1]:
IS = äîâæèíà êîëà çàï'ßñòß; BMI =
QM
IS h2
, (1)
äå Q  êîíñòàíòà (äëß ÷îëîâiêiâ äîðiâíþ¹ 19, äëß æiíîê - 16), M - ìàñà ëþäèíè
â êiëîãðàìàõ (êã), IS  iíäåêñ Ñîëîâéîâà â ñàíòèìåòðàõ (ñì), à h  öå çðiñò â
ìåòðàõ (ì).
Â ßêîñòi âèõiäíî¨ çìiííî¨ âèêîðèñòîâó¹òüñß òèï ñòàòóðè. Ñàìå òèï ñòàòóðè
¹ âèçíà÷àëüíèì ïàðàìåòðîì äëß âèáîðó çàãàëüíîãî íàâàíòàæåííß i ïðîãðàìè
òðåíóâàíü [2]. Â åêñïåðòíié ñèñòåìi âèêîðèñòîâó¹òüñß íå÷iòêà áàçà ïðîäóêöié-
íèõ ïðàâèë, òîìó âõiäíi i âèõiäíi çìiííi ¹ íå÷iòêèìè i îïèñóþòüñß ôóíêöißìè
íàëåæíîñòi äî òåðìiâ ìîæëèâèõ çíà÷åíü.
Äëß àäàïòàöi¨ ìîäåëi äî ðåàëüíèõ äàíèõ ïðîâîäèòüñß íàëàøòóâàííß ôóíêöié
ïðèíàëåæíîñòi íà íàâ÷àëüíié âèáiðöi, ñêëàäåíî¨ íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ îöiíþâàí-
íß ïîêàçíèêiâ ôiçè÷íîãî ðîçâèòêó ñòóäåíòiâ, äîñßãíóòîãî â ðåçóëüòàòi òðåíóâàíü
ïî çàïðîïîíîâàíié ïðîãðàìi.
Íàëàøòóâàííß ïàðàìåòðiâ íå÷iòêî¨ ìîäåëi ïîëßãà¹ ó âèáîði ïàðàìåòðiâ ôóíê-
öié íàëåæíîñòi âõiäíèõ i âèõiäíèõ çìiííèõ i çâîäèòüñß äî ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i:
H = arg min
H∈H¯
∑
i
(
Y (Xi, H)− Y ∗(Xi)
)2
, (2)
äå H  âåêòîð ïàðàìåòðiâ ôóíêöi¨ íàëåæíîñòi; Y (Xi, H)  ðîçðàõóíêîâå çíà÷åí-
íß âèõiäíî¨ çìiííî¨ ïðè çàäàíèõ âõiäíèõ çíà÷åííßõ Xi i ïàðàìåòðàõ ôóíêöié
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ïðèíàëåæíîñòi; Y ∗(Xi)  åòàëîííå çíà÷åííß âèõiäíî¨ çìiííî¨ Xi, ùî âèçíà÷à¹òü-
ñß åêñïåðòîì, ïðè òèõ æå âõiäíèõ çíà÷åííßõ; i  íîìåð åëåìåíòà íàâ÷àëüíî¨
âèáiðêè, i = 1, N . Äëß äîòðèìàííß óìîâè ëiíiéíî¨ âïîðßäêîâàíîñòi òåðìiâ çíà-
÷åíü çìiííèõ íàêëàäàþòüñß îáìåæåííß.
Äëß ïîáóäîâè åëåìåíòiâ íàâ÷àëüíî¨ âèáiðêè îáðîáëßëàñß iíôîðìàöiß ïî ñòó-
äåíòñüêèì ãðóïàì, îòðèìàíà ïðè ïðîâåäåííi çàíßòü ç äèñöèïëiíè ¾Ôiçè÷íå âè-
õîâàííß¿, åêñïåðòíi îöiíêè áóëî îòðèìàíî ó ðåçóëüòàòè îïèòóâàííß âèêëàäà÷iâ.
Íàâ÷àëüíà âèáiðêà ïðåäñòàâëßëà ñîáîþ 380 ïàð âåêòîðiâ, êîìïîíåíòàìè ßêèõ áó-
ëè ôiçè÷íi ïàðàìåòðè ñòóäåíòà i ðåçóëüòàòè åêñïåðòíîãî îöiíþâàííß ôiçè÷íîãî
ñòàíó ñòóäåíòiâ ïiñëß âèêîíàííß òðåíóâàëüíî¨ ïðîãðàìè, ðåêîìåíäîâàíî¨ ñèñòå-
ìîþ. Â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i (2) ç âèêîðèñòàííßì ìåòîäó ãðàäi¹íòíîãî
ñïóñêó îòðèìàíi çíà÷åííß ïàðàìåòðiâ ôóíêöié íàëåæíîñòi.
Âèêîðèñòàííß íàëàøòîâàíî¨ íå÷iòêî¨ ìîäåëi äà¹ áiëüøèé âiäñîòîê ïðàâèëü-
íèõ ðîçâ'ßçêiâ (85%), íiæ âèõiäíà ìîäåëü áåç íàëàøòóâàííß ïàðàìåòðiâ (67%).
Äëß ïîëiïøåííß ðåçóëüòàòiâ íàëàøòóâàííß ñèñòåìè ìîæíà çàïðîïîíóâàòè äî-
äàòêîâó îáðîáêó ôðàãìåíòiâ íàâ÷àëüíî¨ âèáiðêè.
Ðîçðîáêà ïðîãðàìíîãî ïðîäóêòó âèêîíàíà ç âèêîðèñòàííßì çàñîáiâ îá'¹êòíî-
îði¹íòîâàíîãî ïðîãðàìóâàííß, ìà¹ äðóæíié äëß êîðèñòóâà÷à iíòåðôåéñ.
Ðîçâèòêîì çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó ìîæå ñòàòè ïðîåêòóâàííß ñèñòåìè, ßêà
äîçâîëèòü â ßêîñòi âõiäíî¨ iíôîðìàöi¨ âèêîðèñòîâóâàòè çíà÷åííß ïàðàìåòðiâ ïî-
òî÷íîãî ñòàíó ñïîðòñìåíà, ßêi âèìiðþþòüñß äàò÷èêàìè (ðiâåíü êèñíþ â êðîâi,
ïóëüñ, ÷àñòîòà äèõàííß òà iíø.), i êîðèãóâàòè ïðîöåñ ïiä ÷àñ òðåíóâàííß äëß
äîñßãíåííß íàéêðàùèõ ðåçóëüòàòiâ.
[1] Î ñîîòíîøåíèå ðîñòà è âåñà.  http://kouzma.ru/carcas_propotion.php.
[2] Ïðîãðàììà òðåíèðîâîê äëß êàæäîãî òèïà òåëîñëîæåíèß.  http://ferrum-body.
ru/programma-trenirovok-dlya-kazhdogo-tipa-teloslozheniya-chast-1.html
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ÓÄÊ 519.65
Çíàõîäæåííß íàáëèæåíîãî ðîçâ'ßçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i
çà äîïîìîãîþ iíòåðïîëßöiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî
ïîëiíîìó
Äåìêiâ I. I., ä.ô.-ì.í., äîöåíò, ïðîô. êàô.ÎÌÏ
ÌàãåðîâñüêàÒ. Â., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
ÓãðèíÑ. Ç., àñèñò. êàô.ÎÌÏ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Óçàãàëüíåííßì êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíòåðïîëþâàííß ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨, íà
âèïàäîê íåëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ òà îïåðàòîðiâ, çàéìàëèñß áàãàòî àâòîðiâ. Çî-
êðåìà, ó ðîáîòi [1] çàïðîïîíîâàíî øóêàòè iíòåðïîëßíòè òèïó Íüþòîíà ó êëàñi
ôóíêöiîíàëüíèõ ïîëiíîìiâ âèãëßäó
Pn(x(·)) = K0 +
n∑
s=1
1∫
0
1∫
z1
...
1∫
zs−1
Ks(z
s)
s∏
i=1
[x(zi)− xi−1(zi)]dzs . . . dz1, (1)
äå ÷åðåç xi (z) ∈ Q[0, 1], i = 0, 1, . . . ïîçíà÷åíi äîâiëüíi, ôiêñîâàíi åëåìåíòè ç
ïðîñòîðó Q[0, 1] - êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêöié çi ñêií÷åíîþ
êiëüêiñòþ òî÷îê ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó. Äëß âiäøóêàííß ßäåð K0, Ks (zs) , s =
= 1, n áóëî ââåäåíî êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó âóçëiâ i ïîñòàâëåíi êîíòèíóàëüíi
iíòåðïîëßöiéíi óìîâè. Ó âèùåçãàäàíié ðîáîòi áóëî âèçíà÷åíî ßäðà (1) i ïîêàçàíî,
ùî äîñòàòíüîþ óìîâîþ iíòåðïîëßöiéíîñòi ïîëiíîìà Pn (x (·)) íà êîíòèíóàëüíèõ
âóçëàõ ¹ âêàçàíå òàì âèêîíàííß ïðàâèëà ïiäñòàíîâêè.
Ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ çàñòîñóâàííß ôóíêöiîíàëüíîãî ïîëiíó Íüþòîíà âèãëßäó
(1) äëß ïîáóäîâè íàáëèæåííß äî ðîçâ'ßçêó íàñòóïíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
U ′′ (x; q (·))− q (x)U (x; q (·)) = −f (x) , x ∈ (0, 1) , (2)
U (0; q (·)) = 0, U (1; q (·)) = 0. (3)
Ïðè ôiêñîâàíié ôóíêöi¨ f (x) ðîçâ'ßçîê çàäà÷i (2), (3) ìîæíà ðîçãëßäàòè ßê
íåëiíiéíèé îïåðàòîð âiäíîñíî q (x) . Óâîäèìî êîíòèíóàëüíi iíòåðïîëßöiéíi âóçëè
i äîâîäèìî ëåìó ïðî òå, ùî ðîçâ'ßçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (2), (3), ßêùî ðîçãëßäàòè
éîãî ßê íåëiíiéíèé îïåðàòîð âiä q (x), çàäîâiëüíß¹ ïðàâèëó ïiäñòàíîâêè. Çàäà÷ó
(2), (3) ðîçáèâà¹ìî íà äâi êðàéîâi çàäà÷i ç îäíàêîâèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòî-
ðîì, ïðàâi ÷àñòèíè â äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßííßõ ßêèõ âiäðiçíßþòüñß ÷èñëîâèì
ìíîæíèêîì. Çíàõîäèìî â ßâíîìó âèãëßäi ðîçâ'ßçêè öèõ çàäà÷.
[1] Ìàêàðîâ Â.Ë., Äåìêiâ I.I., Ìèõàëü÷óê Á.Ð. Íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííß
ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðïîëßöiéíîãî ïîëiíîìà íà êîíòèíóàëüíié ìíîæèíi âóçëiâ. 
// Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè.  2003.  7. C. 7  12.
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ÓÄÊ 511.138 + 517.53 + 517.633
Iíòåðïîëßöiéíèé iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá òèïó
Òiëå
Äåìêiâ I. I., ä.ô.-ì.í., äîöåíò, ïðîô. êàô.ÎÌÏ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Óçàãàëüíåííßì äðîáiâ Òiëå çàéìàëèñü ðßä àâòîðiâ. Ó ðîáîòàõ àâòîðiâ [1, 2]
áóëî ïîêàçàíî, ßê ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì â iíòåðïîëßöiéíîìó iíòåãðàëüíîìó ïîëi-
íîìi òèïó Íüþòîíà îäåðæàòè iíòåðïîëßöiéíèé iíòåãðàëüíèé ïîëiíîì òèïó Åð-
ìiòà. Òîìó, ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêëî ïèòàííß: ÷è íå ìîæíà ïîäiáíèì ãðàíè÷-
íèì ïåðåõîäîì â iíòåðïîëßöiéíîìó iíòåãðàëüíîìó ëàíöþãîâîìó äðîái (IIËÄ) [3]
ïåðåéòè äî iíòåðïîëßöiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó òèïó Åðìiòà ç
äîâiëüíîþ êðàòíiñòþ êîæíîãî ç iíòåðïîëßöiéíèõ âóçëiâ.
Äîâîäèòüñß ëåìà ïðî òå, ùî îäåðæàòè IIËÄ òèïó Åðìiòà øëßõîì ãðàíè÷íîãî
ïåðåõîäó ç IIËÄ òèïó Íüþòîíà ìîæíà ëèøå òîäi, êîëè êîæíèé ç iíòåðïîëßöiéíèõ
âóçëiâ ìà¹ êðàòíiñòü íå âèùå äâîõ.
Âèíèêàþòü íàñòóïíi çàäà÷i: 1. Çíàéòè òàêèé çâè÷àéíèé IËÄ, ùîá øëßõîì ãðà-
íè÷íîãî ïåðåõîäó îäåðæàòè çâè÷àéíèé IËÄ òèïó Åðìiòà ç äîâiëüíîþ êðàòíiñòþ
êîæíîãî ç âóçëiâ. 2. Óçàãàëüíèòè îäåðæàíèé ðåçóëüòàò íà IIËÄ òèïó Åðìiòà.
Ðîçâ'ßçêîì çàäà÷i 1 ¹ iíòåðïîëßöiéíèé äðiá Òiëå.
Ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i 2 ïî÷èíà¹ìî ç ÷àñòêîâîãî âèïàäêó. Çàïèñó¹ìî óçàãàëüíåí-
íß ôîðìóëè Òiëå íà äâîïîâåðõîâèé IIËÄ. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííß iíòåðïîëßöié-
íèõ óìîâ ó êîíòèíóàëüíîìó âóçëi x1,2(z, ξ) = x1(z) +H(z − ξ)(x2(z)− x1(z)) òà
ó âóçëi x0(z), äå ÷åðåç xi (z) ∈ Q[0, 1], i = 0, 1, . . . ïîçíà÷åíi äîâiëüíi, ôiêñîâàíi
åëåìåíòè ç ïðîñòîðó Q[0, 1] - êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêöié çi
ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ òî÷îê ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó.
Äàëi ïåðåõîäèìî äî îäåðæàííß çàãàëüíî¨ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè òèïó Òiëå.
Àíàëiç ñêàëßðíî¨ ôîðìóëè Òiëå âêàçó¹ íà ñòðóêòóðó, ßêó ïîâèíåí ìàòè ôóíê-
öiîíàë íà êîæíîìó ç ïîâåðõiâ äðîáó.
Ïåðåêîíó¹ìîñß, ùî, êîëè êàðêàñ âóçëiâ òà íåâiäîìå ¹ ñòàëèìè, îäåðæàíà ôîð-
ìóëà ìà¹ âèãëßä ñêàëßðíîãî äðîáó Òiëå.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó, ìîæíà îäåðæàòè ôîðìóëó òèïó
Òiëå  Òåéëîðà.
[1] Ìàêàðîâ Â. Ë., Äåìêiâ I. I., Ìèõàëü÷óê Á. Ð. Iíòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá  àíà-
ëîã ôîðìóëè Òåéëîðà // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè.  2004.  11.  C. 25 31.
[2] Ìàêàðîâ Â. Ë., Õëîáèñòîâ Â. Â., Äåìêiâ I. I. Ôóíêöiîíàëüíi ïîëiíîìè Åðìiòà â
ïðîñòîði Q[0, 1] // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè.  2007.  8. C. 21 25.
[3] Ìàêàðîâ Â. Ë., Äåìêiâ I. I. Íîâèé êëàñ iíòåðïîëßöiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè.  2008.  11.  C. 17 23.
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ÓÄÊ 534.113
Äåßêi îñîáëèâîñòi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé çàäà÷
äèíàìiêè ïðóæíèõ îá'¹êòiâ ç ðóõîìèì iíåðöiéíèì
íàâàíòàæåííßì òà ¨õ äîñëiäæåííß íà îñíîâi
íåêëàñè÷íîãî ìåòîäó âiäîêðåìëåííß çìiííèõ
Äåì'ßíåíêîÀ. Ã.
Äíiïðîïåòðîâñüêèé äåðæàâíèé àãðàðíî-åêîíîìi÷íèé óíiâåðñèòåò
(âóë. Âîðîøèëîâà 25, ì.Äíiïðîïåòðîâñüê, Óêðà¨íà)
Ç äíß âèíèêíåííß ïðîáëåìè äi¨ ðóõîìîãî íàâàíòàæåííß íà ïðóæíi êîíñòðóê-
öi¨ i ñïîðóäè ìèíóëî 169 ðîêiâ. Çà öåé ÷àñ ðîçãëßíóòî i äîñëiäæåíî áàãàòî çà-
äà÷ âïëèâó ðóõîìèõ íàâàíòàæåíü ðiçíèõ çà ïðèðîäîþ i õàðàêòåðîì äi¨ íà ñàìi
ðiçíîìàíiòíi êîíñòðóêöi¨, ñèñòåìè i ñïîðóäè. Ñó÷àñíèé ðîçâèòîê òåõíiêè, çáiëü-
øåííß øâèäêîñòåé i iíòåíñèâíîñòi ðóõó òðàíñïîðòó, iíòåíñèôiêàöiß âèðîáíè÷èõ
ïðîöåñiâ âèñóâàþòü íîâi çàäà÷i, ßêi ïîòðåáóþòü ðîçðîáêè i çàñòîñóâàííß áiëüø
òî÷íèõ ìåõàíi÷íèõ i, âiäïîâiäíî, ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ßêi áiëüø ïîâíî i òî÷íî
âiäîáðàæàþòü i âèêðèâàþòü ñóòü ßâèùà, ùî â ñâîþ ÷åðãó ïðèçâîäèòü äî íåîá-
õiäíîñòi óäîñêîíàëåííß, ìîäèôiêàöi¨ òðàäèöiéíèõ i ïîøóêó íîâèõ êîíöåïöié i
ìåòîäiâ äîñëiäæåííß, ßêi äîçâîëßþòü áiëüø ïîâíî âèßâèòè ßêiñíi òà êiëüêiñíi
îñîáëèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ ßâèù. Â çàëåæíîñòi âiä ñïîñîáó ñõåìàòèçàöi¨ iíåðöié-
íèõ âëàñòèâîñòåé ïðóæíîãî îá'¹êòó òà ðóõîìîãî íàâàíòàæåííß iñíóþòü ÷îòèðè
ïðèíöèïîâî ðiçíèõ âàðiàíòà âèáîðó ìåõàíi÷íèõ i âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé óðàõóâàííß äi¨ ðóõîìîãî íàâàíòàæåííß. Íàéáiëüø ñêëàäíîþ òà âàæëèâîþ
ç òî÷êè çîðó ïðàêòèêè ¹ ìåõàíi÷íà ìîäåëü â ßêié âîäíî÷àñ ïðèéìàþòüñß äî óâà-
ãè ßê ñèëè iíåðöi¨ ðóõîìîãî íàâàíòàæåííß òàê i ñèëè iíåðöi¨ ïðóæíîãî îá'¹êòó.
Ïðè âèçíà÷åííi äi¨ iíåðöiéíîãî íàâàíòàæåííß íà ïðóæíèé îá'¹êò âàæëèâî íå
çìiøóâàòè ïîíßòòß äi¨ ßêà âèêëèêà¹ ðóõ i äiþ, ßêà âèíèêà¹ â ðåçóëüòàòi ðóõó òà
âèêëèêàíà öèì ðóõîì. Àëå ÷àñòî ìà¹ìî òàêi âèïàäêè, äå öi äi¨ âçà¹ìíî çâ'ßçàíi,
êîëè iíåðöiéíå ïîëå ¹ ïðè÷èíîþ äèíàìiêè, âèêëèêà¹ ðóõ îá'¹êòó i â òîé æå ÷àñ
¹ âèêëèêàíèì öèì ðóõîì. Öå ¹ îäíi¹þ ç ãîëîâíèõ îñîáëèâîñòåé çàäà÷ äèíàìiêè
ïðóæíèõ îá'¹êòiâ ïiä äi¹þ ðóõîìîãî ìàñîâîãî íàâàíòàæåííß. Âèâ÷åííß ßêiñíèõ
òà êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê ðóõó òàêèõ îá'¹êòiâ çâîäèòüñß äî äîñëiäæåííß ìà-
òåìàòè÷íî¨ ìîäåëi
L
(
x, t,
∂
∂t
,
∂
∂x
)
w = L1
(
∂
∂x
,
∂
∂t
)
q(x, t) (1)
ç âiäïîâiäíèìè êðàéîâèìè òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, äå
q(x, t) = −q0 + q1
g
∂2w
∂t2
− 2q1v
g
∂2w
∂t∂x
− q1v
2
g
∂2w
∂x2
. (2)
Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðè öüîìó [1,2] ¹ íàßâíiñòü ó
òîìó ÷è iíøîìó âèãëßäi iíåðöiéíîãî îïåðàòîðà (2), ßêèé âèçíà÷à¹ äiþ íà ïðóæ-
íèé îá'¹êò ðóõîìîãî iíåðöiéíîãî íàâàíòàæåííß, ßêà çàëåæèòü âiä iíòåíñèâíîñòi
âàãè îá'¹êòó q0, âiä iíòåíñèâíîñòi q1 i øâèäêîñòi ðóõó ïîòîêó íàâàíòàæåííß v,
âiä äåôîðìàöi¨ ïðóæíîãî îá'¹êòó w(x, t), ïðè÷îìó, ÷iòêî ñïîñòåðiãà¹òüñß çàëåæ-
íiñòü ñèëîâîãî âïëèâó âiä ïðèñêîðåííß äåôîðìàöi¨ wtt(x, t), øâèäêîñòi êóòîâî¨
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äåôîðìàöi¨ wtx(x, t) òà çìiíè êðèâèíè îñi îá'¹êòà wxx(x, t), òîáòî â ìåõàíi÷íèõ
ñèñòåìàõ öüîãî êëàñó ñèëîâà äiß íà ñèñòåìó ñëiäêó¹ çà ïîâåäiíêîþ ñàìî¨ ñèñòå-
ìè. Öå ¹ äðóãîþ îñîáëèâiñòþ çàäà÷ äèíàìiêè ïðóæíèõ ñèñòåì ó ïîëi ñèë iíåðöi¨
ðóõîìèõ ìàñîâèõ íàâàíòàæåíü. Òðåòüîþ ñóòò¹âîþ îñîáëèâiñòþ ¹ íàßâíiñòü ó
ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi íåïàðíî¨ çà ÷àñîì çìiøàíî¨ ïîõiäíî¨ wtx(x, t), ßêà îáóìî-
âëåíà ïðèñêîðåííßì Êîðiîëiñà ðóõîìîãî íàâàíòàæåííß, ßêå ïðèéìà¹ ó÷àñòü ó
ñêëàäíîìó ðóñi. Ñàìå öß ñêëàäîâà íå äîçâîëß¹ âiäîêðåìèòè ïðîñòîðîâó õ i ÷à-
ñîâó t çìiííi çà êëàñè÷íîþ ñõåìîþ Ôóð'¹ ó äiéñíié îáëàñòi øóêàíèõ ôóíêöié òà
âèêëèêà¹ òðóäíîùi ïðè äîñëiäæåííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.
Ó äîïîâiäi íàâåäåíî çàäà÷i, ÷àñòêîâi ðîçâ'ßçêè ßêèõ ïîáóäîâàíi íà îñíîâi çà-
ñòîñóâàííß íåêëàñè÷íîãî ìåòîäó âiäîêðåìëåííß çìiííèõ ó âèãëßäi äâîõ äîäàíêiâ
w(x, t) = ϕ(x) cos(ωt) + ψ(x) sin(ωt), (3)
ùî äîçâîëß¹ äëß îäíîâèìiðíèõ ïðóæíèõ îá'¹êòiâ âiäîêðåìèòè çìiííi òà ó äåßêèõ
âèïàäêàõ â ìåæàõ âèõiäíèõ ãiïîòåç îòðèìàòè òî÷íi ðîçâ'ßçêè çàäà÷ i íà ¨õ îñíîâi
äîñëiäèòè êiëüêiñíèé òà ßêiñíèé õàðàêòåð ðóõó òà ñòiéêîñòi ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.
Îñòàòî÷íî çàãàëüíèé ðîçâ'ßçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíßííß ðóõó îäíîâèìiðíîãî
ïðóæíîãî îá'¹êòà ïiä äi¹þ ðóõîìîãî ðîçïîäiëåíîãî iíåðöiéíîãî íàâàíòàæåííß,
ßêèé çàäîâîëüíß¹ îäíîðiäíèì êðàéîâèì òà ïî÷àòêîâèì óìîâàì, ìà¹ âèãëßä
w(x, t) =
n∑
i=1
anϕn(x) cos(ωnt+ αn) +
n∑
i=1
anψn(x) sin(ωnt+ αn), (4)
òîáòî êîëèâàííß ïðóæíîãî îá'¹êòó âiäáóâàþòüñß ó âèãëßäi ñóïåðïîçèöi¨ äâîõ
ãðóï êîëèâàíü - âëàñíèõ òà ñóïðîâiäíèõ, ïðè÷îìó ñóïðîâiäíi êîëèâàííß îáóìîâ-
ëåíi íàßâíiñòþ ðóõîìîãî iíåðöiéíîãî íàâàíòàæåííß òà ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä éîãî
ïàðàìåòðiâ. Âèßâëåíî äåßêi íîâi ßêiñíi îñîáëèâîñòi ðóõó.
[1] Ãîðîøêî Î.Î., Äåì'ßíåíêî À.Ã., Êèáà Ñ.Ï. Äâîõâèëüîâi ïðîöåñè â ìåõàíi÷íèõ ñè-
ñòåìàõ.  Ê., Ëèáiäü, 1991.  188ñ.
[2] Äîöåíêî Ï.Ä. Äèíàìèêà òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì.Îñíîâà, Õàðüêîâ, 1998.
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ChabanyukYa.M.2, dr hab. of Physics and Mathematics, prof. katedry Matematyki
Stosowanej
KhimkaU.T.1, PhD of the Applied mathematics department
1National University Lviv Polytechnic
(S. Bandery street, 12, Lviv, 79013, Ukraine)
2Lublin University of Technology,
(Nadbystrzycka 38 D,Lublin, 20  618, Poland)
Considering the generalized Lorenz system with diﬀusion term, which describes
the economic model of city system [1]
dX
dt = a1(a2Y − a3X),
dY
dt = b1(b2X − b3Y )− b4XZ,
dZ
dt = c1XY − (c2 + x(t)c2)Z + σ(X,Y, Z)dw(t).
(1)
where X  the volume of products manufactured by the city system;
Y  the number of indigenous people;
Z  land rent,
x(t), t > 0  Markov process [2],
σ(X,Y, Z)  diﬀusion,
w(t) - Wiener process.
Parameters ai, bi, ci are positive.
The asymptotic system for (1) has form
dX
dt = a1(a2Y − a3X),
dY
dt = b1(b2X − b3Y )− b4XZ,
dZ
dt = c1XY − c2Z,
(2)
which is dissipative.
The dissipativity conditions have form [3]
A1 < 2a1a3,
A1 6 a1a3 + b1b3 −
√
(a1a3 − b1b3)2 + (a1a2 + b1b2)2,
b4 > c1,
A1 6 2c2.
(3)
where A1 > 0  const.
Let us now ﬁnd the stationary points for the system (2). We need to solve the
following system of the equations
a1(a2Y − a3X) = 0,
b1(b2X − b3Y )− b4XZ = 0,
c1XY − c2Z = 0.
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From here Çâiäñè 
Y = a3a2X,
Z = 1b4a2 (a2b1b2 − a3b1b3),
X2 = c2b4c1a3 (a2b1b2 − a3b1b3).
Hence we get such stationary point
K1(0, 0, 0)
and under condition
a2b1b2 − a3b1b3 > 0,
there are two more stationary points
K2,3 =
(
±
√
c2
a2b1b2 − a3b1b3
b4c1a3
,±a3
a2
√
c2
a2b1b2 − a3b1b3
b4c1a3
,
a2b1b2 − a3b1b3
b4a2
)
.
Under the conditions of asymptotic dissipativity points K2 and K3 do not exist.
Thus, the only stationary point of the system with asymptotic dissipativity property
is K1(0, 0, 0) point.
[1] Çàíã Â.-Á. Ñèíåðãåòè÷åñêàß ýêîíîìèêà. Âðåìß è ïåðåìåíû â íåëèíåéíîé ýêîíîìè-
÷åñêîé òåîðèè: Ïåð. ñ àíãë. Ì. : Ìèð, 1999.  355 ñ.
[2] Korolyuk V. S., Limnios N. Stochastic Systems in Merging Phase Space.  Singapore:
World Scientiﬁc, 2005.  330 p.
[3] Êiíàø À. Â., ×àáàíþê ß. Ì., Õiìêà Ó. Ò. Àñèìïòîòè÷íà äèñèïàòèâíiñòü äè-
ôóçiéíîãî ïðîöåñó. Ìàòåìàòè÷íå òà êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííß. Ñåðiß ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íi íàóêè. Çáiðíèê íàóê. ïðàöü. Ií-ò êiáåðíåòèêè iì. Â.Ì. Ãëóøêîâà,
Êàì'ßíåöü-Ïîäiëüñüêèé íàö. óí-ò iì. I. Îãi¹íêà.  2014.  Âèï. 11.  Ñ. 77-87.
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Ìàðêîâè÷Á.Ì., ê.ô.-ì.í., äîöåíò êàô. ÏÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà¿
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, Ëüâiâ, 79013)
Íà ñüîãîäíiøíié äåíü êâàíòîâî-ñòàòèñòè÷íà òåîðiß ôåðìi-ñèñòåì ç íàßâíiñòþ
ïîâåðõíi ïîäiëó ùå äàëåêà âiä çàâåðøåííß. Àêòóàëüíiñòü òåîðåòè÷íîãî îïèñó
òàêèõ ñèñòåì âàæêî ïåðåîöiíèòè ó çâ'ßçêó ç âàæëèâiñòþ ïðîöåñiâ, ßêi âiäáóâà-
þòüñß çà íàßâíîñòi ïîâåðõíi ïîäiëó, òà áóðõëèâèì ðîçâèòêîì åêñïåðèìåíòàëüíèõ
ìåòîäiâ äîñëiäæåííß ïîâåðõíi.
Íàéïîïóëßðíiøèì òåîðåòè÷íèì ìåòîäîì äîñëiäæåííß òàêèõ ñèñòåì ¹ ìåòîä
ôóíêöiîíàëó ãóñòèíè [1, 2, 3], ùî âèíèê íà îñíîâi äîáðå âiäîìîãî ìåòîäó Òîìàñà-
Ôåðìi, ßêèé áóâ ðîçðîáëåíèé äëß àòîìiâ. Çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ ìåòîä ôóíêöiîíàëó
ãóñòèíè ¹ îäíî÷àñòèíêîâèì ïiäõîäîì i íå ìîæå êîðåêòíî âðàõóâàòè áàãàòî÷à-
ñòèíêîâi êîðåëßöiéíi åôåêòè [4]. Äëß ìåòîäó ôóíêöiîíàëà ãóñòèíà ¹ õàðàêòåð-
íîþ ïðîáëåìà ïîâåðõíåâî¨ åíåðãi¨: ðîçðàõîâàíà çà äîïîìîãîþ öüîãî ïiäõîäó ïî-
âåðõíåâà åíåðãiß íàïiâîáìåæåíîãî ¾æåëå¿ âèßâëß¹òüñß âiä'¹ìíîþ äëß âåëèêèõ
çíà÷åíü êîíöåíòðàöi¨ åëåêòðîíiâ (rs < 2.5 aB, äå rs  ðàäióñ Âiãíåðà-Çåéòöà) [5],
ùî ôiçè÷íî íåïðàâèëüíî.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåãðóâàííß, ìè ïîáóäóâàëè êâàí-
òîâî ñòàòèñòè÷íó òåîðiþ ïðîñòîãî íàïiâîáìåæåíîãî ìåòàëi ó ìåæàõ ìîäåëi íàïiâ-
îáìåæåíîãî ¾æåëå¿ [6, 7]. Çîêðåìà, îòðèìàíî çàãàëüíèé âèðàç äëß òåðìîäèíà-
ìi÷íîãî ïîòåíöiàëó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé âèðàç, ðîçðàõîâàíî ïîâåðõíåâó åíåð-
ãiþ öüîãî ìåòàëó ç âèêîðèñòàííßì ñêií÷åíîãî ïîòåíöiàëüíîãî áàð'¹ðó. Âèñîòó
ïîòåíöiàëüíîãî áàð'¹ðó çíàéäåíî ç óìîâè ìiíiìóìà ïîâåðõíåâî¨ åíåðãi¨. Îòðè-
ìàíî äîäàòíi çíà÷åííß ïîâåðõíåâî¨ åíåðãi¨ ó âñüîìó õàðàêòåðíîìó äëß ìåòàëiâ
äiàïàçîíi çìiíè ðàäióñà Âiãíåðà-Çåéòöà, öi çíà÷åííß äîáðå óçãîäæóþòüñß ç åêñ-
ïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè äëß ïðîñòèõ ìåòàëiâ.
[1] DreizlerR.M., Gross E.K.U. Density Functional Theory (Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, 1990).
[2] Òåîðèß íåîäíîðîäíîrî ýëåêòðîííîrî ràçà: Ïåð. ñ àírë. Ïîä ðåä. Ñ.Ëóíäêâèñòà è
Í.Ìàð÷à. Ì.: Ìèð, 1987. 400 ñ. [Theory of the inhomogeneous electron gas. Edited
bó S. Lundqvist, N.H.March (Plenum Press, New York and London, 1983)].
[3] ÏàðòåíñêèéÌ.Â. Ñàìîñîãëàñîâàííàß ýëåêòðîííàß òåîðèß ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè // Óñï. ôèç. íàóê. 1979. Ò.128. Ñ.69106.
[4] ÑàððûÀ.Ì., ÑàððûÌ.Ô. Ê òåîðèè ôóíêöèîíàëà ïëîòíîñòè // Ôèç. òâ. òåëà. 
2012. Ò.54. Ñ.12371243.
[5] LangN.D., KohnW. Theory of metal surfaces: charge density and surface energy //
Phys. Rev. 1970. Vol.B1. P.45554568.
[6] Kostrobij P. P., MarkovychB.M. Semi-inﬁnite jellium: Thermodynamic potential,
chemical potential, and surface energy // Phys. Rev. B. 2015. Vol.92. P.075441.
[7] Kostrobij P. P., MarkovychB.M. Semi-inﬁnite jellium: Step potential model // Phys.
Rev. B. 2016. Vol.93. P.155401.
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ÓÄÊ 519.715
Àñèìïòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííß ãåíåðàòîðà ïðîöåäóðè
ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç iìïóëüñíèì çáóðåííßì
ÊóêóðáàÂ. Ð.,
×àáàíþêß.Ì.1, ïðîôåñîð êàôåäðè ïðîìèñëîâî¨ áåçïåêè òà îõîðîíè ïðàöi
1 Ëüâiâñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò áåçïåêè æèòò¹äißëüíîñòi
(âóë. Êëåïàðiâñüêà, 35, ì. Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
Íåïåðåðâíà ïðîöåäóðó ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç iìïóëüñíèìè çáóðåííßìè
òà íàïiâìàðêîâñüêèìè ïåðåêëþ÷åííßìè çàäà¹òüñß åâîëþöiéíèì ðiâíßííßì:
duε(t)
dt
= a(t)[∇b(t)C(uε(t);x(t/ε4))dt+ εdηε(t)], (1)
äå ∇b(t)C(u;x) = (C(u+b(t);x)−C(u−b(t);x))2b(t) , u ∈ R [1]. Ïîðßä ç íåçáóðåíîþ ñèñòåìîþ
(1) ðîçãëßäà¹òüñß ñóïðîâîäæóþ÷à ñèñòåìà:
dux(t)/dt = a(t)∇b(t)C(ux(t);x), x ∈ X. (2)
Ôóíêöiß ðåãðåñi¨ C(u;x), u ∈ R, x ∈ X çàäîâîëüíß¹ óìîâàì iñíóâàííß ãëî-
áàëüíîãî ðîçâ'ßçêó ñóïðîâîäæóþ÷èõ ñèñòåì(2). Çàäà÷à ðîçãëßäà¹òüñß â óìîâàõ
iñíóâàííß ¹äèíî¨ òî÷êè åêñòðåìóìó u0. Íàïiâìàðêîâñüêèé ïðîöåñ x(t), t > 0 ¹
ðiâíîìiðíî åðãîäè÷íèì çi ñòàöiîíàðíèì ðîçïîäiëîì pi(B), B ∈ X, ó âèìiðíîìó
ôàçîâîìó ïðîñòîði (X,X), òà çàäà¹òüñß íàïiâìàðêîâñüêèì ßäðîì [2]
Q(x,B, t) = P (x,B)Gx(t),
äå Gx(t) - ôóíêöiß ðîçïîäiëó ÷àñó ïåðåáóâàííß â ñòàíi x ∈ X.
Iìïóëüñíèé ïðîöåñ çáóðåíü ηε(t), t > 0, x ∈ X çàäà¹òüñß ñïiââiäíîøåííßì [2],
[3]:
ηε(t) =
t∫
0
ηε(ds;x(s/ε4)), (3)
äå ñiì'ß ïðîöåñiâ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè (3) çàäà¹òüñß ãåíåðàòîðàìè [3]:
Γε(x)ϕ(w) = ε−2Γ1(x)ϕ(w) + Γ2(x)ϕ(w) + ε2θε(x)ϕ(w) (4)
äå Γ1(x)ϕ(w) =
∫
R
vΓ(dv;x)ϕ′(w), Γ2(x)ϕ(w) = 12
∫
R
v2Γ(dv;x)ϕ′′(w). Çàëèøêîâèé
÷ëåí òàêèé, ùî ε2θε(x)ϕ(w)→ 0, ïðè ε→ 0.
Ââåäåìî ðîçøèðåíèé ïðîöåñ ìàðêîâñüêîãî âiäíîâëåííß (ÏÌÂ), ùî çàäà¹òüñß
ïîñëiäîâíiñòþ:
uεn = u
ε(τ εn), x
ε
n = x
ε(τ εn), τ
ε
n = ετn, (5)
äå τn =
∑n
k=1 θk, n > 0, τ0 = 0, ¹ ìîìåíòàìè âiäíîâëåííß ïðîöåñó x(t), t > 0 [2].
Ñiì'ß íåîäíîðiäíèõ ïiâãðóï Cε,t
t+ε4s
(x), t > 0, x ∈ X íà òåñò ôóíêöißõ ϕ(u) ∈
C2(R) ìà¹ ïðåäñòàâëåííß
Cε,t
t+ε4s
(x)ϕ(u) = ϕ(ux(t+ ε
4s)), ux(t) := ux(t, u), ux(t+ s) := ux(t+ s, u). (6)
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Ïîðîäæóþ÷èé îïåðàòîð Ct(x) ïiâãðóïè (6) âèçíà÷à¹òüñß ôîðìóëàìè
Ct(x)ϕ(u) = a(t)Cb(x)ϕ(u) = a(t)∇b(t)C(u;x)ϕ′(u). (7)
Êîìïåíñóþ÷èé îïåðàòîð ÏÌÂ âèçíà÷à¹òüñß ñïiââiäíîøåííßì ÷åðåç ìàòåìà-
òè÷íå ñïîäiâàííß
Lεt (x)ϕ(u;x) = ε
−4q(x)E[ϕ(uεn+1, x
ε
n+1)− ϕ(u;x)|uεn = u, xεn = x].
Ëåìà 1. Êîìïåíñóþ÷èé îëåðàòîð (8) íà ôóíêöißõ ϕ(u; ·) ∈ C 3(R) äîïóñêà¹
àñèìòîòè÷íå ïðåäñòàâëåííß:
Lεt (x)ϕ(u, x) = ε
−4Qϕ(u, x) + ε−1a(t)Γ1(x)ϕ(u, x)+
+Ct(x)ϕ(u, x) + εθL(x)ϕ(u, x), (8)
äå θL(x) = ε
3θLa(x) + ε
3θLb(x) + ε
3θLab(x) + a(t)Γ2(x)q
−1(x). Ïðè÷îìó
‖εθL(x)ϕ(u, x)‖ → 0, ïðè ε→ 0, ϕ(u, ·) ∈ C3,3(R×R).
Äëß ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ïðåäñòàâëåííß ãåíåðàòîðà ÏÑÎ (1) îòðèìà¹ìî
ðîçâ'ßçîê ïðîáëåìè ñèíãóëßðíîãî çáóðåííß äëß çðiçàíîãî îïåðàòîðà
Lεt,0 = ε
−4Qϕ(u;x) + ε−1a(t)Γ1(x) + Ct(x), (9)
íà çáóðåíié ôóíêöi¨ Ëßïóíîâà V ε(u, x, t) = V (u) + ε3a(t)V1(u;x) + ε4a(t)V2(u;x).
Ôóíêöi¨ çáóðåííß V1(u;x), V2(u;x) âèçíà÷à¹òüñß ðîçâ'ßçêîì ïðîáëåìè ñèíãóëßð-
íîãî çáóðåííß (ÐÏÑÇ) [2].
Ëåìà 2. Êîìïåíñóþ÷èé îëåðàòîð Lεt,0 íà çáóðåíié ôóíêöi¨ Ëßïóíîâà
V ε(u, x, t), ïðè V (u) ∈ C4(R) äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííß
Lεt,0V
ε(u, x, t) = a(t)LV (u) + εθε0(t)V (u), (10)
äå
LV (u) = ΠCb(x)V (u) = Π∇bC(u;x)V ′(u). (11)
Çàëèøêîâèé îïåðàòîð θε0(t)V (u), çàäîâîëüíß¹ óìîâi | θε0(t)V (u) |6M .
[1] Íåâåëüñîí Ì.Á., Õàñüìèíñêèé Ð. Ç. Íåïðåðûâíûå ïðîöåäóðû ñòîõàñòè÷åñêîé àï-
ïðîêñèìàöèèÏðîáëåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. 1971.  2. Ñ. 5869.
[2] Korolyuk V. S., Limnios N. Stochastic Systems in Merging Phase SpaceWorld
Scientiﬁc Publishing, 2005.  330 p.
[3] Ñåìåíþê Ñ.À., ×àáàíþê ß.Ì. Ñòîõàñòè÷íi åâîëþöiéíi ñèñòåìè ç iìïóëüñíèìè
çáóðåííßìè.  Âiñíèê Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó Ëüâiâñüêà Ïîëiòåõíiêà, ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íi íàóêè.  660, 2009 Ñ. 5660.
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ÓÄÊ 519.6
Ìåòîäè Ðóíãå-Êóòòà äëß íåëiíiéíèõ ñèíãóëßðíèõ
çàäà÷ Êîøi
ÊóíèíåöüÀ. Â., àñèñò. êàô.ÎÌÏ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ðîçãßëßíåìî çàäà÷ó Êîøi
1
xλ
d
dx
(
xλk(x)
du
dx
)
= −f(x, u), 0 < x 6 X,
u(0) = u0,
du(0)
dx
= 0,
(1)
äå 0 < C 6 k(x), f(x, u)  çàäàíi äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨, λ = 1, 2.
Íà âiäðiçêó [0, X] âèáåðåìî íåðiâíîìiðíó ñiòêó ω̂h = {xn ∈ [0, X], n =
= 0, N, x0 = 0, xN = X} ç êðîêîì hn = xn+1−xn. Äëß ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ßçóâàííß
çàäà÷i (1) çàñòîñó¹ìî òàêèé ïiäõiä. Íà âiäðiçêàõ [xn, xn+1], n = 1, 2, ..., N − 1
âèêîðèñòà¹ìî êëàñè÷íi îäíîêðîêîâi ìåòîäè (ðßäiâ Òåéëîðà àáî Ðóíãå-Êóòòà),
äèâ. íàïð. [1], à íà âiäðiçêó [0, x1] ïîáóäó¹ìî íîâi ìåòîäè, ßêi áóäóòü âðàõîâóâà-
òè ñèíãóëßðíiñòü öi¹¨ çàäà÷i â òî÷öi x = 0. Çàïèøåìî ðîçêëàä â ðßä Òåéëîðà â
îêîëi òî÷êè x = x0 òî÷íîãî ðîçâ'ßçêó u(x) òà ïîõiäíî¨ u′(x) çàäà÷i (1).
u1 =u0 − h
2
2(1 + λ)
f(0, u0)
k(0)
−
− h
3
3
[
1
2 + λ
∂f(0, u0)
∂x
1
k(0)
+
1
1 + λ
f(0, u0)
d
dx
(
1
k(x)
)∣∣∣∣
x=0
]
−
− h
4
8
[
1
3 + λ
(
∂2f(0, u0)
∂x2
− 1
1 + λ
∂f(0, u0)
∂u
f(0, u0)
k(0)
)
1
k(0)
+
+
2
2 + λ
∂f(0, u0)
∂x
d
dx
(
1
k(x)
)∣∣∣∣
x=0
+
1
1 + λ
f(0, u0)
d2
dx2
(
1
k(x)
)∣∣∣∣
x=0
]
+
+O(h5),
u′1 =−
h
1 + λ
f(0, u0)− h
2
2 + λ
∂f(0, u0)
∂x
− h
3
2(3 + λ)
(
∂2f(0, u0)
∂x2
−
− 1
1 + λ
∂f(0, u0)
∂u
f(0, u0)
k(0)
)
− h
4
6(4 + λ)
[
∂3f(0, u0)
∂x3
−
− 3
1 + λ
∂2f(0, u0)
∂x∂u
f(0, u0)
k(0)
− ∂f(0, u0)
∂u
(
2
2 + λ
∂f(0, u0)
∂x
1
k(0)
+
+
2
1 + λ
f(0, u0)
d
dx
(
1
k(x)
)∣∣∣∣
x=0
)]
+O(h5).
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Äëß ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ßçóâàííß â îêîëi òî÷êè x0 = 0 ïîáóäó¹ìî ìåòîä Ðóíãå-
Êóòòà âèãëßäó
g1 = −f(0, u0),
g2 = −f
(
c2h, u0 + h
2 a21
k(0)
g1
)
,
g3 = −f
(
c3h, u0 + h
2
[(
a31
k(0)
+
a32
k(c2h)
)
g1 +
a˜32
k(c2h)
g2
])
,
y1 = u0 + h
2
[(
d12
k(0)
+
d13
k(c2h)
+
d14
k(c3h)
)
g1 +
(
d23
k(c2h)
+
d24
k(c3h)
)
g2
]
,
y′1 = h(b1g1 + b2g2 + b3g3),
(2)
Îòðèìàíî óìîâè, ïðè ßêèõ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà (2) ìà¹ ÷åòâåðòèé ïîðßäîê òî÷-
íîñòi
d12 + d13 + d14 + d23 + d24 = 1/(2(1 + λ)),
c2(d23 + d24) = 1/(3(2 + λ)),
(d13 + d23)c2 + (d14 + d24)c3 = 1/(3(1 + λ)),
c22(d23 + d24) = 1/(4(3 + λ)),
(d23 + d24)a21 = 1/(8(3 + λ)(1 + λ)),
c2(d23c2 + d24c3) = 1/(4(2 + λ)),
(d13 + d23)c
2
2 + (d14 + d24)c
2
3 = 1/4(1 + λ),
b1 + b2 + b3 = 1/(1 + λ),
b2c2 + b3c3 = 1/(2 + λ),
b2c
2
2 + b3c
2
3 = 1/(3 + λ),
b2a21 + b3(a31 + a32 + a˜32) = 1/(2(3 + λ)(1 + λ)),
b2c
3
2 + b3c
3
3 = 1/(4 + λ),
b2c2a21 + b3c3(a31 + a32 + a˜32) = 1/(2(4 + λ)(1 + λ)),
b3a˜32c2 = 1/(3(4 + λ)(2 + λ)),
b3(a32 + a˜32)c2 = 1/(3(4 + λ)(1 + λ)).
(3)
Îäíèì ç ìåòîäiâ, ßêèé çàäîâîëüíß¹ âèìîãàì (3) ïðè λ = 1 ¹ ìåòîä âèãëßäó
g1 =− f(0, u0),
g2 =− f
(
9
16
h, u0 + h
2 81
1024
g1
k(0)
)
,
g3 =− f
(
19
20
h, u0 + h
2
[(
− 26657
216000k(0)
+
1178
10125k(9h/16)
)
g1+
+
2356
10125k(9h/16)
g2
])
,
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y1 = u0 + h
2
[(
25
2052k(0)
+
128
2511k(9h/16)
− 170
15903k(19h/20)
)
g1 +
+
(
256
2511k(9h/16)
+
80
837k(19h/20)
)
g2
]
,
y′1 = h
(
25
1026
g1 +
256
837
g2 +
100
589
g3
)
,
à ïðè λ = 2
g1 = −f(0, u0),
g2 = −f
(
3
5
h, u0 + h
2 3
50
g1
k(0)
)
,
g3 = −f
(
14
15
h, u0 + h
2
[(
− 854
18225k(0)
+
35
729k(3h/5)
)
g1 +
35
243k(3h/5)
g2
])
,
y1 = u0 + h
2
[(
17
1512k(0)
+
11
432k(3h/5)
− 1
112k(14h/15)
)
g1 +
+
(
11
144k(3h/5)
+
1
16k(14h/15)
)
g2
]
,
y′1 = h
(
1
168
g1 +
1
6
g2 +
9
56
g3
)
.
×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ïiäòâåðäæóþòü åôåêòèâíiñòü òàêîãî ïiäõîäó.
[1] Õàéðåð Ý., Íåðñåòò Ñ., Âàííåð Ã. Ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Íåæåñòêèå çàäà÷è.  Ì.:Ìèð, 1990.  512ñ.
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ÓÄÊ 517.927
Ïðî äâîñòîðîííþ àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ßçêiâ êðàéîâèõ
çàäà÷ äëß çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü
ÌåíòèíñüêèéÑ.Ì., ñò.âèêë. êàô.ÎÌÏ
ØóâàðÁ. À., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ïîâiäîìëåííß ïðèñâß÷åíå äîñëiäæåííþ äâîñòîðîííiõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ ó
çàñòîñóâàííi äî êðàéîâèõ çàäà÷ äëß çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü. Äâî-
ñòîðîííiì iòåðàöiéíèì ìåòîäàì, òåîðiß ßêèõ çàïî÷àòêîâàíà C.Î.×àïëèãiíèì,
ïðèòàìàííi âiäîìi ïåðåâàãè ïåðåä iíøèìè iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè. Ïðîòå ¨õ
âèêîðèñòàííß îáìåæåíå êiëüêîìà íåñïðèßòëèâèìè ÷èííèêàìè. Îñíîâíi ç íèõ
íåîïóêëiñòü òà íåìîíîòîííiñòü, à òàêîæ ïðèïóùåííß ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü âiä-
ïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ. Â [1, 2, 3] çàïðîïîíîâàíi íîâi ïiäõîäè äî ïîáóäîâè äâîñòî-
ðîííiõ ìåòîäiâ äëß ðiâíßíü ç íåìîíîòîííèìè òà íåîïóêëèìè ïðàâèìè ÷àñòèíà-
ìè. Â [2, 3], çîêðåìà, äîñëiäæåíî íîâi äâîñòîðîííi ìåòîäè, ùî íå âèìàãàþòü
äèôåðåíöiéîâíîñòi âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ. Ïðè âèêîðèñòàííi öèõ ìåòîäiâ äëß
àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ßçêiâ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ñëiä âðàõîâóâàòè ¨õ ñïåöèôiêó, çóìî-
âëåíó ïîòðåáîþ ïîáóäîâè îïåðàòîðiâ âiäïîâiäíî¨ ñòðóêòóðè â ëiíåàðèçîâàíèõ
÷àñòèíàõ àëãîðèòìiâ. Äëß öüîãî çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè, çîêðåìà, êîíñòðóê-
öi¨ ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó À.Ì.Ñàìîéëåíêà [4], ßêèé ïðîòßãîì ìèíóëèõ
÷îòðüîõ äåñßòèëiòü ñèñòåìàòè÷íî âèêîðèñòîâóþòü äëß äîñëiäæåííß ãðàíè÷íèõ
çàäà÷ äëß ðiâíßíü iç çâè÷àéíèìè i ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.
Ïðîïîíîâàíå äîñëiäæåííß âèêîðèñòîâó¹ çàçíà÷åíi ïiäõîäè äî ïîáóäîâè äâî-
ñòîðîííiõ ìåòîäiâ i ìà¹ çà ìåòó ïîáóäîâó çàãàëüíî¨ ñõåìè äâîñòîðîííüî¨ àïðîê-
ñèìàöi¨ ðîçâ'ßçêiâ äåßêèõ êëàñiâ êðàéîâèõ çàäà÷ äëß çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíßíü, ßêà îõîïëþ¹ âiäîìi òà íîâi àëãîðèòìè. Â ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåííßõ
âñòàíîâëåíî óìîâè çà ßêèõ ïîñëiäîâíi íàáëèæåííß ìàþòü íàäëiíiéííó (çîêðåìà
i êâàäðàòè÷íó) øâèäêiñòü çáiæíîñòi.
[1] Êóðïåëü Í.Ñ., Øóâàð Á.À. Äâóñòîðîííèå îïåðàòîðíûå íåðàâåíñòâà è èõ ïðèìåíå-
íèß. - Êèåâ: Íàóê. äóìêà.- 1980.- 268 ñ.
[2] Øóâàð Á.À. Äâóñòîðîííèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â ïîëóóïîðßäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ // Âòîðîé ñèìïîçèóì ïî ìåòîäàì ðåøåíèß
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è çàäà÷ îïòèìèçàöèè, Ò. 1.- Òàëèí: Èí-ò êèáåðíåòèêè ÀÍ
ÝÑÑÐ.- 1981.- ñ. 68-73.
[3] Øóâàð Á.À.,Êîïà÷ Ì.I, Ìåíòèíñüêèé Ñ.Ì., Îáøòà À.Ô. Äâîñòîðîííi íàáëèæåíi
ìåòîäè.  Iâàíî-Ôðàíêiâñüê: ÂÄÂ ÖIÒ, 2007.  516 ñ.
[4] Ronto M., Samoilenko A.M. Numerical-analytic methods in the theory of boundary-
value problems. - Singapore: World Sciantiﬁc, 2000. - 455 p.
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Íåëiíiéíi äâîñòîðîííi ìåòîäè ðîçâ'ßçóâàííß
äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü
ÌåíòèíñüêèéÑ.Ì.1, ñò.âèêë. êàô.ÎÌÏ
ÏåëåõÐ. ß.2, iíæåíåð ïåðøî¨ êàòåãîði¨
Ïåëåõß.Ì.1, ê.ô.-ì.í., â.î.çàâ. êàô.ÎÌÏ
1Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
2 ÏÀÒ ¾Óêðçàëiçíèöß¿, ÏÊÒÁ iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié
(âóë. Ãîãîëß, 1, ì. Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
Ïðè ìîäåëþâàííi çàäà÷ áóäiâåëüíî¨ ìåõàíiêè, êiíåòèêè õiìi÷íèõ ðåàêöié,
ðîçðàõóíêó åëåêòðîííèõ ñõåì i ò.ä. âèíèêà¹ ïðîáëåìà ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ßçàííß
íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü.
Ó áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ, âèíèêà¹ ïðîáëåìà îòðèìàííß ðåçóëüòàòó ç
ãàðàíòîâàíîþ òî÷íiñòþ. Â äàíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî ßâíi äâîñòîðîííi ôîð-
ìóëè äëß çíàõîäæåííß íàáëèæåíîãî ðîçâ'ßçêó çàäà÷i Êîøi äëß çâè÷àéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó. Äâî-
ñòîðîííiñòü òà íåîáõiäíà òî÷íiñòü íà âñüîìó iíòåðâàëi çàáåçïå÷ó¹òüñß øëßõîì
âàðiàöi¨ ïàðàìåòðiâ ω i h (ω  ïàðàìåòð äâîñòîðîííîñòi, h  êðîê iíòåãðóâàííß).
Âèâåäåíi âêëàäåíi äâîñòîðîííi ìåòîäè , ßêi äîçâîëßþòü îòðèìóâàòè íà êîæíîìó
êðîöi íå òiëüêè âåðõí¹ òà íèæí¹ íàáëèæåííß äî òî÷íîãî ðîçâ'ßçêó, àëå i îöiíêó
ïîõèáêè îäåðæóâàíèõ ðåçóëüòàòiâ áåç äîäàòêîâèõ çâåðòàíü äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíßííß, ßêi âèãiäíî âiäðiçíßþòüñß âiä òðàäèöiéíèõ äâîñòî-
ðîííiõ ìåòîäiâ.
Àëãîðèòì ïîêîìïîíåíòíî¨ ðåàëiçàöii ìåòîäó ðîçâ'ßçàííß ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i
äëß ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü
y′ = f (x, y) , y (x0) = y0, x ∈ [x0, x0 + L] , (1)
íàñòóïíèé. Íàáëèæåíèé ðîçâ'ßçîê çàäà÷i (1) øóêà¹ìî ó âèãëßäi ëàíöþãîâîãî
äðîáó:
y
[k,l]
n+1 =
yn/Dn, (2)
äå
Dn =
k−1∑
i=0
di,0 +
dk,0
1 +
dk,1
1+ . . . +
dk,l−1
1+dk,l
.
Âèðàçè äëß dk,l ó âèïàäêó k + l = 1, 4 (k = 1, 4; l = 0, 3) ìàþòü âèãëßä:
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d0,0 = 1, di,0 = −
i∑
m=1
di−m,0 · σm
yn
, i = 1, 4,
dν,1 = −dν+1,0
dν,0
, ν = 1, 3, dµ,2 = dµ+1,1 − dµ,1, µ = 1, 2,
d1,3 = d1,2
d2,2
d1,2
, σm = h
q∑
i=1
amiki, q = k + l, (3)
ki = f(xn + αih, yn + h
q∑
j=1
βijkj), αi =
q∑
j=1
βij , yn 6= 0.
Òóò h - êðîê iíòåãðóâàííß (h = xn+1 − xn, n = 0, 1, 2, ...), aij , αi βij -
ïàðàìåòðè.
Íàâåäåìî çíà÷åííß ïàðàìåòðiâ äëß äâîñòîðîííiõ îá÷èñëþâàëüíèõ ôîðìóë
ïåðøîãî ïîðßäêó òî÷íîñòi:
a21 = −a22, a22 = 1− 2ω
2α2
, β21 = α2, α2 6= 0, (4)
äå ëîêàëüíà ïîõèáêà â êîæíié âóçëîâié òî÷öi îöiíþ¹òüñß òàê:
R2 (f) = ωf
(
∂f
∂x
+ f
∂f
∂y
)
h2 = ωh2Df ∼= ωh (k2 − k1) /α2;
òà ìåòîäiâ äðóãîãî ïîðßäêó òî÷íîñòi:
a11 = 1 + a13
(α3 − α2)
α2
, a12 = −α3
α2
a13 , a21 =
2a23 (α3 − α2)− α2 (1 + ω)
2α2
,
a22 =
α2 (1 + ω)− 2a23α3
2α2
, a31 =
2a33 (α3 − α2) + ω
2α2
,
a32 = −2a33α3 + ω
2α2
, a33 =
(2− 3α2)
6α3 (α3 − α2) − a13 − a23 , (5)
β32 =
α3 (α3 − α2)
α2 (2− 3α2) , β21 = α2 , β31 = α3 − β3 2,
äå a13, a23- äîâiëüíi ÷èñëà, α2, α3 - ïàðàìåòðè, ïðè÷îìó
α2α3 (α3 − α2) (2− 3α2) (3α3 − 2) 6= 0.
Ëîêàëüíà ïîõèáêà îöiíþ¹òüß íàñòóïíèì ÷èíîì:
R3 (f) = ωh
3y2n k1 (k2 − k1) / (α2yn−1) +O
(
h4
)
..
Äâà íàáîðè ôîðìóë, ùî âiäïîâiäàþòü äâîì ðiçíèì çà çíàêîì çíà÷åííßìω, ñêëà-
äàþòü îá÷èñëþâàëüíi ôîðìóëè äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó. Ïiâñóìó äâîñòîðîííiõ
íàáëèæåíü ïðèéìà¹ìî íà íàáëèæåíèé ðîçâ'ßçîê ó êîæíié âóçëîâié òî÷öi âiäðiç-
êó , à ìîäóëü ïiâðiçíèöi äà¹ îöiíêó ïîõèáêè. Çà äîïîìîãîþ âàðiàöié ïàðàìåòðiâ
ω, i h. äîñßãà¹òüñß íåîáõiäíà òî÷íiñòü äâîñòîðîííiõ àëãîðèòìiâ íà âñüîìó âiäðiç-
êó IL.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è àïàðàò ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà iäåþ ïîáóäîâè ìåòîäiâ Ðóíãå-
Êóòòà íàáëèæåíèé ðîçâ'ßçîê íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß
f (x) =
x∫
a
F [x, y, f (y)] dy, x ∈ IL, (6)
â òî÷öi x2 = a + h øóêà¹ìî ó âèãëßäi (2), äå âèðàçè c0,0, di,j ïðè k + l =
= 2 (k = 1, 2; l = 0, 1) ìàþòü âèãëßä:
c0,0 = hδ1, d0,0 = 1, d1,0 =
δ2
δ1
, (δi 6= 0) , d2,0 = δ1δ3 + δ
2
2
δ21
, d1,1 =
d2,0
d1,0
,
δi =
p∑
j=1
aijkj , kj = F
[
a+ αjh, a+ βjh, h
j−1∑
m=0
γjmkm
]
, γj0 = 0.
Ïàðàìåòðè aij , αi, βi (i, j = 1, 2), γ21 âèçíà÷àþòüñß ç óìîâè, ùîá ðiçíèöß
ìiæ òî÷íèì(f2)i íàáëèæåíèì ðîçâ'ßçêîì
(
Y
(k,l)
2
)
â òî÷öi x2 = x1 + h ìàëè
âèãëßä:
f2 − Y [k,l]2 = ωhpΨ (F ) +O
(
hp+1
)
,
äå h - êðîê iíòåãðóâàííß, ψ (F ) - äåßêèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ω ïàðàìåòð
äâîñòîðîííîñòi.
Òåîðåìà 1. ßêùî α1 = β1 = 0, α2 = 1, β2 = 12 , γ21 =
1
2 , a11 = 1 − a12,
a21 = 1− a12 − ω, a22 = a12 − 1 + ω, äå a12 - äîâiëüíå ÷èñëî, òî
f2 − Y [1,0]2 = ωh2f II1 +O
(
h3
)
. ∼= ωh (k2 − k1) .
Òåîðåìà 2. ßêùî ïàðàìåòðè ïðèéìàþòü çíà÷åííß:
α1 =
1
3
, α2 = α3 = 1, β1 = 0, β2 =
2
3
, β3 = 0, γ21 =
2
3
, γ31 = −1, γ32 = 1,
a11 =
3
2
(1− ω) , a12 = 3
4
ω, a13 = −1
2
+
3
4
ω, a21 =
3
2
(1 + ω) ,
a22 = −3
4
(1 + ω) , a23 = −3
4
(1 + ω) , a31 = −3ω, a32 = 3
2
ω, a33 =
3
2
ω,
òî
f2 − Y [2,0]2 = ωh3
(2Fx + Fy + FFz)
2
F
+O
(
h4
)
.
Äëß çíàõîäæåííß íàáëèæåíîãî ðîçâ'ßçêó ðiâíßííß (2) â íàñòóïíèõ òî÷êàõ
(n > 3) çàñòîñîâó¹ìî ìåòîä ðóõîìîãî ïî÷àòêó.
Äâîñòîðîííiñòü òà íåîáõiäíà òî÷íiñòü íà âñüîìó iíòåðâàëi çàáåçïå÷ó¹òüñß
øëßõîì âàðiàöi¨ ïàðàìåòðiâ ω i h (ω  ïàðàìåòð äâîñòîðîííîñòi, h  êðîê ií-
òåãðóâàííß).
Çàïðîïîíîâàíi äâîñòîðîííi ôîðìóëè ðîçâ'ßçàííß äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòå-
ãðàëüíèõ ðiâíßíü äàþòü ìîæëèâiñòü îòðèìóâàòè â êîæíié âóçëîâié òî÷öi íå
òiëüêè âåðõíi òà íèæíi íàáëèæåííß äî òî÷íîãî ðîçâ'ßçêó , àëå é äàâàòè iíôîð-
ìàöiþ ïðî âåëè÷èíó ãîëîâíîãî ÷ëåíà ïîõèáêè áåç äîäàòêîâèõ çâåðòàíü äî ïðàâî¨
÷àñòèíè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷è iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß, ùî âèãiäíî âiäðiçíß¹ öi
ìåòîäè âiä òðàäèöiéíèõ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ.
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ÓÄÊ 539.378
Iíòåãðàëüíi ðiâíßííß çàäà÷i ïðî ãðàíè÷íó ðiâíîâàãó
íåîäíîðiäíî¨ ïî òîâùèíi öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ç
âíóòðiøíüîþ òðiùèíîþ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨
ÍèêîëèøèíÌ.Ì.1, ä.ô.-ì.í., ïðîô., çàâ. âiääiëó ìåõàíiêè òâåðäîãî
äåôîðìiâíîãî òiëà
Ïåëåõß.Ì.2, ê.ô.-ì.í., â.î.çàâ. êàô.ÎÌÏ
1Ií-ò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍÓ
(âóë. Íàóêîâà, 3Á, ì.Ëüâiâ, 79060, Óêðà¨íà)
2Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Âñòóï. Â ñó÷àñíié òåõíiöi ÷àñòî åëåìåíòè êîíñòðóêöié ïðàöþþòü â òàêèõ
óìîâàõ, ùî îäíà ¨õ ïîâåðõíß çíàõîäèòüñß â àãðåñèâíîìó ñåðåäîâèùi ç ïåâíè-
ìè ôiçèêî-õiìi÷íèìè ïàðàìåòðàìè, à äðóãà  â ñåðåäîâèùi ç iíøèìè. Ó òà-
êèõ âèïàäêàõ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ôóíêöiîíàëüíî ãðàäi¹íòíi ìàòåðiàëè
(ÔÃÌ), òîáòî êîìïîçèòíi ìàòåðiàëè ìiêðîñêîïi÷íî¨ íåîäíîðiäíîñòi, â ßêèõ ìå-
õàíi÷íi âëàñòèâîñòi çìiíþþòüñß íåïåðåðâíî çà òîâùèíîþ òiëà. Íàé÷àñòiøå öi
ìàòåðiàëè âèãîòîâëßþòüñß ç êåðàìiêè òà ìåòàëó. Ïî÷àëè ðîçðîáëßòè ÔÃÌ äëß
êîñìi÷íèõ êîðàáëiâ, ßê ìàòåðiàëè, ùî âèòðèìóþòü íàäâèñîêi òåìïåðàòóðè. Ó
äàíèé ÷àñ òàêi ìàòåðiàëè íàáóâàþòü áiëüø øèðîêîãî çàñòîñóâàííß, ùî çóìîâ-
ëþ¹ íåîáõiäíiñòü ïðîâîäèòè íå ëèøå òåìïåðàòóðíèé àíàëiç, à é äîñëiäæóâàòè ¨õ
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí, ìiöíiñòü òîùî. Â öié ðîáîòi äîñëiäæåíî âïëèâ
ÔÃÌ íà ãðàíè÷íó ðiâíîâàãó öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè, îñëàáëåíî¨ âíóòðiøíüîþ
òðiùèíîþ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëßíåìî âèãîòîâëåíó ç ÔÃÌ áåçìåæíó êðóãîâó öè-
ëiíäðè÷íó îáîëîíêó, îñëàáëåíó ïîçäîâæíüîþ àáî ïîïåðå÷íîþ òðiùèíîþ äîâiëü-
íî¨ êîíôiãóðàöi¨ çàâäîâæêè . Ãëèáèíó òðiùèíè çàäàíî äâîìà ãëàäêèìè êðèâè-
ìè d1(x) i d2(x). Ó öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò αβγ íà âèïàäîê ïîçäîâæ-
íüî¨ òðiùèíè x ≡ α, à íà âèïàäîê ïîïåðå÷íî¨  x ≡ β. Ïî÷àòîê êîîðäèíàò
âèáðàíî â öåíòði òðiùèíè. Ââàæàòèìåìî, ùî îáîëîíêà i áåðåãè òðiùèíè çàâàí-
òàæåíi ëèøå ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî ïëîùèíè òðiùèíè çóñèëëßìè òà ìîìåí-
òàìè. Ïiä ÷àñ äåôîðìàöi¨ áåðåãè òðiùèíè íå êîíòàêòóþòü. Ðîçìiðè òðiùèíè,
ðiâåíü çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåííß òà âëàñòèâîñòi ìàòåðiàëó ïåðåäáà÷à¹ìî òàêè-
ìè, ùî áiëß òðiùèíè ïî âñié ãëèáèíi îáîëîíêè âóçüêîþ ñìóãîþ ðîçâèâàþòü-
ñß ïëàñòè÷íi äåôîðìàöi¨. Òåïåð, âiäïîâiäíî äî àíàëîãà δc-ìîäåëi [1], çîíè ïëà-
ñòè÷íèõ äåôîðìàöié çàìiíèìî ïîâåðõíßìè ðîçðèâó ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü i êóòiâ
ïîâîðîòó, à ðåàêöiþ ìàòåðiàëó ïëàñòè÷íî¨ çîíè íà ïðóæíó  âiäïîâiäíèìè çó-
ñèëëßìè òà ìîìåíòàìè. Ââàæàòèìåìî, ùî íà ïðîäîâæåííi òðiùèíè â ãëèáèíó
äî çîâíiøíüî¨ ÷è âíóòðiøíüî¨ ïîâåðõîíü îáîëîíêè, òîáòî âiäïîâiäíî â îáëàñòi
x ∈ ]−x0; x0] , γ ∈ [−h+ d2; h] ∪ [d2; h],(x0 = l/R, 2h  òîâùèíà îáîëîíêè, R 
ðàäióñ ¨¨ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi), äiþòü ïîñòiéíi íàïðóæåííß σ0 = (σB + σT ) /2, äå
σB ãðàíèöß ìiöíîñòi, à σT  ïîðiã òåêó÷îñòi ÔÃÌ. Ó ïëàñòè÷íèõ çîíàõ íà ïðîäî-
âæåííi òðiùèíè ïî äîâæèíi, òîáòî â îáëàñòßõ γ ∈ [−h, h], |x| ∈ [x0; x0 + xp[(xp =
= lp/R, lp  äîâæèíà ïëàñòè÷íî¨ çîíè), äiþòü íåâiäîìi íîðìàëüíi çóñèëëß N òà
çãèííèé ìîìåíòM , ßêi ïðîòèäiþòü ðîçêðèòòþ òðiùèíè òà çàäîâîëüíßþòü ïåâíó
óìîâó ïëàñòè÷íîñòi òîíêèõ îáîëîíîê.
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Òàêèì ÷èíîì, ó ðàìêàõ ïðèéíßòîãî àíàëîãà δc-ìîäåëi ïðóæíî-ïëàñòè÷íó çà-
äà÷ó ïðî ãðàíè÷íó ðiâíîâàãó îáîëîíêè ç âíóòðiøíüîþ òðiùèíîþ äîâiëüíî¨ êîí-
ôiãóðàöi¨ òà çàäàíî¨ äîâæèíè 2l çâåäåíî äî çàäà÷i ïðî ïðóæíó ðiâíîâàãó òàêî¨ æ
îáîëîíêè ç ôiêòèâíîþ íàñêðiçíîþ òðiùèíîþ íåâiäîìî¨ äîâæèíè 2l1 = 2 (l + lp),
íà áåðåãàõ ßêî¨ âèêîíóþòüñß óìîâè:
N2 (α) =
{
N
(1)
2 +N
1 −N02 , |x| < x0;
N −N02 , x0 6 |x| 6 x1;
M2 (α) =
{
M
(1)
2 +M
1 −M02 , |x| < x0;
M −M02 , x0 6 |x| 6 x1;
(1)
Òóò x1 = l1/R, N
(1)
2 , M
(1)
2  çóñèëëß òà ìîìåíò, ïðèêëàäåíi äî áåðåãiâ ðåàëü-
íî¨ òðiùèíè; N02 , M
0
2  öi æ ïàðàìåòðè íà ëiíi¨ òðiùèíè â ñóöiëüíié îáîëîíöi,
çóìîâëåíi çîâíiøíiì íàâàíòàæåííßì; N1, M1  íîðìàëüíå çóñèëëß òà çãèííèé
ìîìåíò, ßêi ¹ ðåàêöi¹þ ìàòåðiàëó íà ðîçðèâ âíóòðiøíiõ çâ'ßçêiâ íàä i ïiä âíóò-
ðiøíüîþ òðiùèíîþ òà ßêi çãiäíî ç ïðèéíßòèìè ïðèïóùåííßìè ïðî íàïðóæåííß
â öèõ çîíàõ âèçíà÷àþòüñß çà ôîðìóëàìè:
N1 =
d1(x)∫
−h
σ0dγ + σ
0
h∫
d2(x)
σ0dγ, M
1 =
d1(x)∫
−h
σ0γdγ+
h∫
d2(x)
σ0γdγ. (2)
Îñíîâíi ñïiââiäíîøåííß íåîäíîðiäíèõ çà òîâùèíîþ îáîëîíîê ç òðiùè-
íîþ. Îáîëîíêà âèãîòîâëåíà ç ÔÃÌ ¹ íåîäíîðiäíîþ çà òîâùèíîþ. Òîáòî ìîäóëü
ïðóæíîñòi òà êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ¹ ôóíêöißìè íîðìàëüíî¨ äî ñåðåäèííî¨ ïî-
âåðõíi êîîðäèíàòè γ
E = E(γ), ν = ν(γ). (3)
Çàëåæíîñòi (3) òàêi, ùî õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðiàëó îáîëîíêè çàäîâîëüíßþòü óçà-
ãàëüíåíèé çàêîí Ãóêà i ñïðàâåäëèâà ãiïîòåçà íåäåôîðìîâàíèõ åëåìåíòiâ. Ñèñòå-
ìà êëþ÷îâèõ ðiâíßíü äëß òàêî¨ îáîëîíêè ç ïîçäîâæíüîþ íàñêðiçíîþ òðiùèíîþ
çàâäîâæêè 2l1 ìà¹ âèãëßä [1]
Lijui = qj , i, j = 1, 2, 3, (4)
äå Lij  äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íàéâèùå ÷åòâåðòîãî ïîðßäêó; ui  êîìïîíåíòè
óçàãàëüíåíèõ ïåðåìiùåíü ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi; qj  äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè,
ùî äiþòü íà ñêà÷êè óçàãàëüíåíèõ ïåðåìiùåíü.
Iíòåãðàëüíi ðiâíßííß çàäà÷i. Ïîáóäîâàíèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ßçîê
ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü (4) íà öié îñíîâi çàïèñàíî iíòåãðàëüíå ïðåä-
ñòàâëåííß çóñèëü òà ìîìåíòiâ (1) i âèìàãàþ÷è âèêîíàííß óìîâè (1) îòðèìàíî
ñèñòåìó ñèíãóëßðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü
2∑
j=1
α1∫
−α1
Fj(ξ)K
∗
ij(ξ − α)dξ = fi(α), |α| < α1, i = 1, 2, (5)
äå K∗ij(z) = −aijcth z2 +K0ij(z); Fi  ïîõiäíi âiä ñêà÷êiâ ïåðåìiùåííß i êóòà ïîâî-
ðîòó K0ij(z)  íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ [1].
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Âiäïîâiäíî äî ìîäåëi â ñèñòåìi (5) íåâiäîìi ãðàíèöi iíòåãðóâàííß α1, à òà-
êîæ çóñèëëß N òà M , ùî âiäïîâiäàþòü ðåàêöi¨ ïëàñòè÷íèõ çîí íà ïðóæíèé
îá'¹ì i çàäîâîëüíßþòü ïåâíó óìîâó ïëàñòè÷íîñòi òîíêèõ îáîëîíîê. Òîìó öþ
ñèñòåìó ðîçâ'ßçó¹ìî ñóìiñíî ç óìîâàìè ïëàñòè÷íîñòi òîíêèõ îáîëîíîê òà óìîâà-
ìè îáìåæåíîñòi çóñèëü òà ìîìåíòiâ áiëß êiíöiâ ôiêòèâíî¨ òðiùèíè. Êðiì öüîãî
ïðàâi ÷àñòèíè iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü  ðîçðèâíi ôóíêöi¨. Àëãîðèòì ÷èñëîâîãî
ðîçâ'ßçóâàííß òàêèõ ñèñòåì ñóìiñíî çi çãàäàíèìè óìîâàìè ïðèâåäåíî â [1].
Iíòåãðóþ÷è ðîçâ'ßçîê ñèñòåìè (5), ðîçêðèòòß òðiùèíè δ(α, γ) ó äîâiëüíié ¨¨
òî÷öi âèçíà÷à¹ìî çà ôîðìóëîþ
δ(α, γ) = [u2(α)] + γ [θ2(α)] , |α| < α1, |γ| 6 h.
×èñëîâèé àíàëiç. ßê ïðèêëàä, ðîçãëßíóòî íåñêií÷åíó öèëiíäðè÷íó îáîëîíêó
ç ÔÌÃ, çîâíiøíß ïîâåðõíß ßêî¨ àëþìiíié (EÇ = 70GPa), à âíóòðiøíß  ãåðìàíié
(EB = 151GPa). Çà òîâùèíîþ ìîäóëü ïðóæíîñòi E(γ) çìiíþ¹òüñß çà çàêîíîì [2]
E(γ) = (EÇ − EB)V + EB, V =
(
ξ +
1
2
)m
, ξ = γ/2h, (6)
à êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ν(γ) = const.
×èñëîâèé àíàëiç ïðîâåäåíî äëß îáîëîíêè, ùî çíàõîäèòüñß ïiä äi¹þ âíóòðiø-
íüîãî òèñêó iíòåíñèâíîñòi p (N02 = Rp, M
0
2 = 0) çà òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ:
h/R = 0, 01; ν = 0, 3; σB/σT = 1, 5; l0/R = 0, 1. Îáîëîíêà îñëàáëåíà âíóòðiø-
íüîþ ïîçäîâæíüîþ ïàðàáîëi÷íîþ òðiùèíîþ
d1(α) =
1
τ20
(h− d′1 − d′2)α2 − h+ d′1, d2(α) = −
1
τ20
(h− d′1 − d′2)α2 + h− d′2,
d′1 òà d′2 âiääàëü âiä âåðøèíè ïàðàáîëè äî âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ ïîâåð-
õîíü îáîëîíêè; τ20 = l/l1. Äëß âèçíà÷åííß íåâiäîìèõ N òàM âèêîðèñòîâóâàëàñü
óìîâà ïëàñòè÷íîñòi Òðåñêà ó âèãëßäi ïîâåðõíåâîãî ïëàñòè÷íîãî øàðó àáî ïëà-
ñòè÷íîãî øàðíiðó.
Âèñíîâîê. ßêùî çà êðèòåðié ðóéíóâàííß âçßòè êðèòåðié êðèòè÷íîãî ðîç-
êðèòòß ôðîíòó òðiùèíè, òî ðóéíóâàííß öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè ç ÔÌÃ, äëß ðîç-
ãëßíóòèõ ãåîìåòðè÷íèõ i ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ i íàâàíòàæåííß, ïî÷íåòüñß íà
ïðîäîâæåííi òðiùèíè â ãëèáèíó. Çàêîí ðîçïîäiëó ìîäóëß ïðóæíîñòi E(γ) çà
òîâùèíîþ îáîëîíêè íåçíà÷íî âïëèâà¹ íà ¨¨ ãðàíè÷íèé ñòàí íà âiäìiíó âiä âiä-
íîøåííß éîãî ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü EÇ/EÂ. Óìîâà ïëàñòè÷íîñòi ìàëî âïëèâà¹ íà
ðîçêðèòòß òðiùèíè òà ðîçìiðè ïëàñòè÷íèõ çîí.
[1] Êóøíið Ð.Ì. Ïðóæíèé òà ïðóæíî-ïëàñòè÷íèé ãðàíè÷íèé ñòàí îáîëîíîê ç äåôåê-
òàìè / Ð.Ì.Êóøíið, M.M.Íèêîëèøèí, Â.A.Îñàä÷óê.  Ëüâiâ: ÑÏÎËÎÌ, 2003.  320
ñ.
[2] Ruhi M. Thermoelastic analysis of thick-walled ﬁnite-length cylinders of functionally
graded materials / M.Ruhi, A.Angoshtari and R.Naghdabadi // J.Thermal Stresses. 
2005. 28.  Ð.391408.
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ÓÄÊ 517.94:519.62
Nonlinear numerical methods of variable order and step
with control of stability for the solution Cauchy problem
for ordinary diﬀerential equations
PelekhYa.M., Phd., Department of Computational Mathematics and Programming
Lviv Polytechnic National University
(12 Bandera street, Lviv, Ukraine, 79013)
Problems involved in the construction and investigation of mathematical models
of physicochemical, biological and economic processes, problems of multidimensional
optimization, electronic, kinetics, etc lead to the need to solve nonlinear diﬀerential
equations and its systems.
The continued fractions at corresponding conditions give high-rate to convergence
of algorithms, bilateral and monotonous approximations,have low sensitivity to errors
of rounding. The process of calculating continued fractions is cyclical and their can
be easily programmed.
A research object is initial value problem for ordinary diﬀerential equations. The
purpose of the study is to develop methods and algorithms to build computational
methods for the numerical solution of the Cauchy problem for ordinary diﬀerential
equations.
The nonlinear formulas of Runge-Kutta of the third order of accuracy for the
solution of Cauchy problem for ordinary diﬀerential equations , that are based on
continued fractions, are constructed.
A characteristic feature of these algorithms is the fact that for certain values of
the parameters it is possible to obtain both new and traditional numerical methods
for the solution of the Cauchy problem for ordinary diﬀerential equations.
Consider the Cauchy problem
y′ (x) = f (x, y (x)) , 0 6 x 6 X, y (x0) = y0. (1)
where y (x) is a real m component vector and f a real vector function of a
dependent and an independent variable; moreover, it is assumed that the function f
is diﬀerentiable as many times as necessary for numerical analysis.
In the present article we propose approximate methods for the solution of problem
(1) that are based on continued fractions. Without loss of generality, we will consider
approximate formulas for determining the solution of problem (1) in the scalar case,
inasmuch as they may be transferred component- wise to systems of equations.
An approximate solution at the point xn+1, n = 0,1,2,...,is to be found in the form
y
[k, l]
n+1 = yn/Dn, (2)
where
Dn =
k−1∑
i=0
di,0 +
dk,0
1 +
dk,1
1+
. . .
+
dk,l−1
1+dk,l
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The expressions for dk,lin the case k + l = 1, 4
(
k = 1, 4; l = 0,3
)
have the form
d0,0 = 1, di,0 = −
i∑
m=1
di−m,0
δm
δ0
, i = 1,4, dν,1 = −dν+1 , 0
dν,0
,ν = 1, 2, 3,
dµ, 2 = dµ+1, 1 − dµ, 1 , µ=1 ,2, dµ, 2 = dµ+1, 1 − dµ, 1, µ=1 ,2,
d1,3 = d2,1
d2,2
d1,2
, σ0 = y0 6= 0, σm = h
q∑
i=1
amiki, (3)
ki = f
xn + αih, yn + h q∑
j=1
βijkj
 , αi = q∑
j=1
βij , q = k + l.
Here, h is the integration step (h = xn+1 − xn, n = 0, 1,2,...) , aij ,αi, βij ; i, j = 1,4
 are parameters.
By means of these formulas it is possible to obtain both explicit (βij = 0 if i 6 j)
and implicit numerical methods.
The explicit embedded methods ﬁrst to third order of accuracy are constracted.
As an example, we writed the three families of parameters for the method of third
order of accuracy:
I. a11 = 1 +
2−3(α2+α3)
6α2α3 − a33
α3−α2
α2
+ a22 + a23,
a12 =
3α3 − 2
6α2 (α3 − α2) + a33
α3
α2
− a22, a13 = 2− 3α2
6α3 (α3 − α2) − a23 − a33,
a21 = − (a22 + a23) , a31 = a33α3 − α2
α2
, a32 = −a33α3
α2
, (4)
β21 = α2, β32 =
α3 (α3 − α2)
α2 (2− 3α2) , β31 = α3 − β32,
where α2α3 (α3 − α2)
(
α2 − 23
)
6= 0; a22, a23, a33, α2, α3− parameters.
II. In the case ifα2 = α3, we have:
a11 =
1
4
+ a22 + a23, a12 =
3
4
− 1
4β32
− a22 + a33, a13 = 1
4β32
− a23 − a33,
a21 = − (a22 + a23) , a31 = 0, a32 = −a33,
α2 = α3 =
2
3
, β21 =
2
3
, β31 =
2
3
− β32, (5)
where β32 6= 0 ; a22, a23, a33  free parameters.
III. If α2 = 23 we have:
a11 =
1
4
(
1− 1
β32
)
+ a22 + a23 + a33, a12 =
3
4
− a22,
a13 =
1
4β32
− a23 − a33, a21 = −a22 − a23, a31 = −a33, a32 = 0, (6)
α2 =
2
3
, β21 =
2
3
, α3 = 0, β31 = −β32,
where a22, a23, a33 and β32 6= 0 parameters.
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Stability control of numerical methods.The maximum number of own Jacobi
matrix system (1) can be calculated by the formula
Vn = β21 max
16i6N
[
γ1k
i
1 + γ2k
i
2 + γ3k
i
3
k2 − k1
]
.
γ1 =
β31 + β32 − β21
β221β32
, γ2 = −β31 + β32
β221β32
, γ3 =
1
β21β32
.
Projected step calculated by the formula
hn+1 = max [hn, min (ha, hs)] ,
where hn the last successful step of integration, ha a step for precision, hs step
for stability.
This formula allows us to stabilize the behavior of the steps in the area of
establishing solutions which plays a decisive role sustainability. Using the inequality
for the stability control does not increase the computational cost, since the calculation
of the maximum eigenvalue of the Jacobian matrix of the system (1) after a pre-
calculated phase does not lead to an increase in the number of calls to the right
side of the diﬀerential equation. Application stability control as a constraint on the
growth of the integration step allows you to avoid the negative eﬀects of estimation
errors. In the ﬁeld of establishment of stability by controlling the old errors tend to
zero, and the new small because of the smallness of the derivatives of the solution.
87
Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà PSC-IMFS-12 (23 ÷åðâíß 2016 ðîêó)
ÓÄÊ 517.94:519.62
Êðèòåðié çáiæíîñòi áàãàòîêðàòíèõ
àãðåãàòèâíî-iòåðàòèâíèõ àëãîðèòìiâ
Ïåòðîâè÷Ð.É., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
ÃîøêîÇ.Î., àñèñò. êàô.ÎÌÏ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Â [1] ïîáóäîâàíi iòåðàöiéíi àëãîðèòìè äëß ëiíiéíèõ ðiâíßíü â ñêií÷åíîâèìið-
íîìó ïðîñòîði, íàçâàíi áàãàòîêðàòíèìè àãðåãàòèâíî-iòåðàòèâíèìè àëãîðèòìàìè.
Öi ìåòîäè äîñëiäæóâàëè Ë.Ì.Äóäêií, Å.Á.ðøîâ, Á.À.Ùåííiêîâ, Ë.À.Õiçäåð,
I.Ì.Ëßøåíêî, Ì.Â.Êàëiíiíà, Â.ß.Ñòåöåíêî, À.À.Áàáàäæàíßí. Îäíèì ç îñíîâíèõ
îáìåæåíü, ßêi ôiãóðóþòü â öèõ ðîáîòàõ, ¹ âèìîãà ïðî çíàêîñòàëiñòü êîìïîíåíò
ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíßíü òà ðßä iíøèõ îáìåæåíü, ßêi ó
öèõ äîñëiäæåííßõ ãàðàíòóþòü çáiæíiñòü. Äëß ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíßíü âèãëßäó
x = Ax+ b (1)
äå x, b ∈ RN , A ìàòðèöß ðîçìiðó N ×N , ïðîïîíóâàâñß iòåðàöiéíèé àëãîðèòì
x(n+1) = Ax(n) + a(y(n) − y(n+1)) + b, (2)
y(n+1) = (I − Λ + α)−1(−ΦTA2x(n) + αy(n)), (3)
äå x(n) ∈ RN , y(m) ∈ Rm, iòåðàöiéíi ïàðàìåòðè Λ, α - ìàòðèöi ðîçìiðó m ×m,
Λ = diag(λ1, . . . , λm) a - ìàòðèöß ðîçìiðó N ×m, Φ ìàòðèöß ðîçìiðó N ×m, i
ΦTa+α = Λ, A2 = A−ΨΛΦT , Ψ - ìàòðèöß ðîçìiðó N ×m, ΦTΨ = I, I îäèíè÷íà
ìàòðèöß ðîçìiðó m × m. Äëß âèáîðó ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü áóëî ïîáóäîâàíî
ìíîæèíó
εm = {{x, y}|ΦTx+ y = (I − Λ)−1ΦT b, x ∈ RN , y ∈ Rm}. (4)
Çàïðîïîíîâàíèé â [1] êðèòåðié çáiæíîñòi âèêîðèñòîâóâàâ iíôîðìàöiþ ïðî ìîäóëi
âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi ïåðåõîäó ìåòîäó. Îòðèìàíî íîâèé êðèòåðié çáiæíîñòi,
ßêèé ëåãêî ïåðåâiðß¹òüñß íà ïðàêòèöi. Íà îñíîâi öüîãî êðèòåðiþ çàïðîïîíîâàíî
ïðîñòèé ñïîñiá îá÷èñëåííß ïàðàìåòðiâ Λ, α, Φ òà Ψ, ïîòðiáíèõ äëß ïîáóäîâè
àãðåãàòèâíî-iòåðàòèâíèõ àëãîðèòìiâ (2)-(3).
[1] Ïåòðîâè÷ Ð.É. Áàãàòîêðàòíèé àãðåãàòèâíî-iòåðàòèâíèé àëãîðèòì äëß ñèñòåì ëiíié-
íèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíßíü // Âiñíèê Äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõ-
íiêà N 299, ñåð. Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà, Ëüâiâ, 1996. ñ.183-185.
[2] Àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíi ìåòîäè ðîçâ'ßçàííß îïåðàòîðíèõ ðiâíßíü: ìîíîãðàôiß / Áîã-
äàí Àíòîíîâè÷ Øóâàð, Àíàòîëié Ôåëiêñîâè÷ Îáøòà.  Ëüâiâ: Â-âî Ëüâiâñüêî¨ ïîëi-
òåõíiêè, 2015.432 ñ.
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ÓÄÊ 519.635.1
Ðîçðîáêà ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííß äëß ÷èñåëüíîãî
ðîçâ'ßçóâàííß êðàéîâèõ çàäà÷ äëß áiãàðìîíi÷íîãî
ðiâíßííß
ÏåòðóêÌ. Å., ñòóäåíò êàô.ÏÊ
ßñüêîÌ.Ì., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÊ
Äíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Î. Ãîí÷àðà
(ïð. Ãàãàðiíà, 72, ì.Äíiïðîïåòðîâñüê, 49010, Óêðà¨íà)
Áiãàðìîíi÷íå ðiâíßííß íàé÷àñòiøå çóñòði÷à¹òüñß â òåîði¨ ïðóæíîñòi òà ïiä ÷àñ
îïèñó òå÷¨¨ ñèëüíî â'ßçêî¨ íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà
ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííß äëß ðîçâ'ßçóâàííß êðàéîâèõ çàäà÷ äëß áiãàðìîíi÷íî-
ãî ðiâíßííß ßêå ìîæíà âiëüíî íåçàëåæíî âiä ïëàòôîðìè.
Â ïðîöåñi ðîçâ'ßçóâàííß áiãàðìîíi÷å ðiâíßííß áóëî çâåäåíî äî ñèñòåìè äâîõ
ðiâíßíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðßäêó, äëß ßêèõ áóâ çàñòîñîâàíèé ìå-
òîä ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ [1]. Ãðàíèöß îáëàñòi àïðîêñèìóâàëàñß ïîñòiéíèìè ãðà-
íè÷íèìè åëåìåíòàìè. Êîåôiöi¹íòè ðåçóëüòóþ÷î¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíßíü îá-
÷èñëþâàëèñß àíàëiòè÷íî. Ðîçâ'ßçóâàííß ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíßíü ç çàïîâíåíîþ
ìàòðèöåþ çäiéñíþâàëîñß ìåòîäîì Ãàóñà ç âèáîðîì ãîëîâíîãî åëåìåíòà.
Äëß ïiäãîòîâêè âõiäíèõ äàíèõ áóëà ðîçðîáëåíà ñïåöiàëüíà ìîâà ßêà äîçâî-
ëßëà àíàëiòè÷íî çàäàòè ôîðìó ãðàíèöi òà êðàéîâi óìîâè íà íié. Ïðèêëàä îïèñó
êðàéîâî¨ çàäà÷i íàâåäåíî â íàñòóïíîìó ëiñòèíãó:
Domain 2D Title Rounded triangle
N=80
Segment from (1,1) to (-1,1) elements N part 1
Explicit y=x*x from -1 to 0 elements N ratio 1/0.98 part 2
Explicit y=x**2 from 0 to 1 elements N ratio 0.98 part 2
Part 1 U=(x**4-y**4)/12.0 Un=(x*x*nx-y*y*ny)/3
Part 2 V=x**3 U=x+y
Ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííß ùî âêëþ÷à¹ iíòåðïðåòàòîð, ðåäàêòîð òåêñòó ç ïiä-
ñâiòêîþ ñèíòàêñèñà òà ÷èñåëüíèé ìåòîä ðîç'ßçóâàííß áóëî ðîçðîáëåíî çàñîáà-
ìè ñó÷àñíèõ Iíòåðíåò-òåõíîëîãié, HTML5, CSS2, SVG òà JavaScript. Ðîçðîáëåíå
ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííß ìîæå ôóíêöiîíóâàòè â áóäü-ßêîìó ñó÷àñíîìó áðàóçåði.
[1] C. A. Brebbia, J. Dominguez Boundary Elements: An Introductory Course. WIT
Press, 1994.  322 p.
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ÓÄÊ 519.65
Çàñòîñóâàííß îáìiííî¨ òåîðåìè äëß àïðîêñèìàöi¨
ôóíêöié åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè
Ïiçþðß. Â., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Åðìiòîâi ñïëàéíè ç íåëiíiéíèìè çà ïàðàìåòðàìè âèðàçàìè â ëàíêàõ çàñòîñîâó-
þòü äëß ïiäâèùåííß òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöié òà ¨õ ïîõiäíèõ, ùî îïèñóþòü
ôiçè÷íi ïðîöåñè. Çíàõîäæåííß àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ äëß ïàðàìåòðiâ åðìiòîâèõ
ñïëàéíiâ iç ñêëàäíèìè íåëiíiéíèìè âèðàçàìè â ëàíêàõ ïåâíîãî âèäó çà äîïî-
ìîãîþ îáìiííî¨ òåîðåìè ìîæíà çâåñòè äî ïîáóäîâè ìíîãî÷ëåííîãî åðìiòîâîãî
ñïëàéíà. Âèçíà÷åííß éîãî ïàðàìåòðiâ âiäîìå i ¹ íàáàãàòî ïðîñòiøå, áî çâîäèòü-
ñß äî ðîçâ'ßçóâàííß ÑËÀÐ. Íàâåäó ôîðìóëþâàííß öi¹¨ òåîðåìè.
Òåîðåìà. Íåõàé äëß ôóíêöi¨ f(x) =
[
u(x)
v(x)
]α
, {f(x), u(x), v(x)} ⊂ Cn[a, b],
u(x)v(x) 6= 0, α ∈ Rn, x ∈ [a, b]. Òîäi iñíó¹ ¹äèíå íàáëèæåííß åðìiòîâèì ñïëàéíîì
ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ m + 1 ç âóçëàìè {xk}rk=0 (xk < xk+1) i ëàíêàìè
âèäó
Bkϕ(x;β1k, . . . , βmk) ≡ Bkϕ(x), Bk 6= 0, m = 2n+ 1, k = 1, r. (1)
Òîäi äëß ôóíêöi¨ u(x) íà ïðîìiæêó [a, b] ç òèìè æ âóçëàìè iñíó¹ ¹äèíå íàá-
ëèæåííß åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ i ëàíêàìè âèäó
v(x) [Akϕ(x;α1k, . . . , αmk)]
1
α ≡ v(x) [Akϕ(x)]
1
α , Ak 6= 0, m = 2n+1, k = 1, r. (2)
Íåõàé ∆k(k = 1, r) íàéáiëüøà âiäíîñíà ïîõèáêà íàáëèæåííß ôóíêöi¨ f(x) íà
ïðîìiæêó [xk, xk+1] åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ (1), à δk(k = 1, r) íàéáiëüøà
âiäíîñíà ïîõèáêà íàáëèæåííß ôóíêöi¨ u(x) íà ïðîìiæêó [xk, xk+1] åðìiòîâèì
ñïëàéíîì ç ëàíêîþ (2). Ó öüîìó âèïàäêó ìiæ ïàðàìåòðàìè íàáëèæåíü ìàþòü
ìiñöå ñïiââiäíîøåííß:
Ak = Bk, αik = βik, i = 1,m, (3)
δk = 1− (1−∆k)
1
α , k = 1, r. (4)
Âèõîäß÷è iç íàâåäåíî¨ òåîðåìè íàáëèæåííß ôóíêöi¨ u(x) åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç
ëàíêîþ âèäó v(x)
[
A
m∑
j=1
ajx
j
] 1
α
çâîäèòüñß äî íàáëèæåííß ôóíêöi¨ f(x) =
[
u(x)
v(x)
]α
åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ B
m∑
j=1
βjx
j , à ïàðàìåòðè íàáëèæåíü òà ïîõèáêè
ñïiââiäíîñßòüñß ìiæ ñîáîþ ßê öå ïîêàçóþòü ôîðìóëè (3) i (4).
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ÓÄÊ 519.217
Âëàñòèâîñòi ãåíåðàòîðà íåïåðåðâíîãî ïðèõîâàíîãî
ïðîöåñó Ìàðêîâà
ÑåìåíþêÑ. À.1, ê.ô.-ì.í.
×àáàíþêß.Ì.2, ä.ô.-ì.í., ïðîô. êàô.ÏÌ
1Iíñòèòóò iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié Iíòåëiàñ
(Óêðà¨íà)
2Lublin University of Technology
(Poland)
Ïðèõîâàíi ìàðêîâñüêi ìîäåëi (ÏÌÌ) ¹ îäíèìè ç íàéáiëüø ïîïóëßðíèõ ìåòî-
äiâ ó ìàøèííîìó íàâ÷àííi i ñòàòèñòèöi äëß ìîäåëþâàííß ïîñëiäîâíîñòåé (íàïðè-
êëàä ïîñëiäîâíîñòåé ïðîòå¨íiâ ÷è ìîâè). ÏÌÌ âèçíà÷à¹ ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé
ïî ïîñëiäîâíîñòi ñïîñòåðåæåíü y = (y1, ..., yt) ùî áàçóþòüñß íà iíøié ïîñëiäîâ-
íîñòi íåâèäèìèõ, àáî ïðèõîâàíèõ, çíà÷åíü x = (x1, ..., xt). Îñíîâíà iäåß â òîìó,
ùî ïîñëiäîâíiñòü ïðèõîâàíèõ çíà÷åíü ìà¹ ìàðêîâñüêó äèíàìiêó.
Êëàñè÷íà ïîñòàíîâêà ìîäåëi ÏÌÌ áàçó¹òüñß íà ïðèïóùåííi, ùî ïîñëiäîâ-
íîñòü ñïîñòåðåæåíü áàçó¹òüñß íà îáìåæåíié êiëüêîñòi ìîæëèâèõ ïðèõîâàíèõ
ñòàíiâ. Òîìó ïðèðîäíiì ðîçøèðåííßì ìîäåëi ¹ âèêîðèñòàííß íåïåðåðâíèõ ïðî-
ñòîðiâ.
Ðîçãëßíåìî òàêèé ïðèõîâàíèé ïðîöåñ Ìàðêîâà (ÏÏÌ) ó âèãëßäi äâîõêîìïî-
íåíòíîãî ïðîöåñó z(t) = (x(t), y(t)). Äå ïðîöåñ ñòàíiâ x(t) ¹ ðiâíîìiðíî åðãîäè÷-
íèì ïðîöåñîì Ìàðêîâà [1] â ñòàíäàðòíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði ç ãåíåðàòîðîì:
Qϕ(x) = q(x)
∫
X
P (x, dy) [ϕ(y)− ϕ(x)] , ϕ ∈ B(X),
i ïðîöåñ ñïîñòåðåæåíü çàäà¹òüñß óìîâíèìè ðîçïîäiëàìè [2]: b(x, y) = p(y(t) =
= y |x(t) = x).
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÏÏÌ z(t) ¹ ìàðêîâñêèì, áiëüøå òîãî åðãîäè÷íèì i ñòà-
öiîíàðíèì, ßêùî ïðîöåñ ñòàíiâ x(t) åðãîäè÷íèé i ñòàöiîíàðíèé [3].
Äëß çàäàíîãî ÏÌÌ áóäó¹òüñß ãåíåðàòîð òà äîâîäèòüñß éîãî çâåäåíî-
îáîðîòíiñòü. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè äîçâîëßþòüñß çàñòîñîâóâàòè íåïåðåðâíi ÏÏÌ
ïðè âèâ÷åíi ñêëàäíèõ åâîëþöiéíèõ ìîäåëåé [1].
[1] Koroliuk V. S., Limnios N. Stochastic Systems in Merging Phase Space. World
Scientiﬁc, 2005.  331 p.
[2] Lawrence R., Rabiner A. A tutorial on hidden Markov models and selected applications
in speech recognition.  Proceedings of the IEEE, 77(2), 1989  pp. 257-286.
[3] Leroux B.G. Maximum-likelihood estimation for hidden Markov models.  Stochastic
Processes and their Applications, 40, 1992.  pp. 127-143.
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ÓÄÊ 519.876.5
Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííß åìiñi¨ ïàðíèêîâèõ ãàçiâ
ïðè âèðîáíèöòâi åëåêòðîåíåðãi¨ â Ïîëüùi (2010-2013
ðîêè) òà àíàëiç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ
ÒîïèëêîÏ. I., ê.ò.í., àñèñòåíò êàô.ÏÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Â îñòàííi ðîêè ñïîñòåðiãàþòüñß íåãàòèâíi íàñëiäêè àêòèâíî¨ ãîñïîäàðñüêî¨
äißëüíîñòi ëþäñòâà ó âèãëßäi ðiçêî¨ çìiíè ïîãîäíiõ óìîâ, çàòßæíèõ ïîñóõ, òàíåí-
íß ëüîäîâèêiâ i ò. ä. Ïîãiðøåííß åêîëîãi÷íî¨ ñèòóàöi¨ íà ïëàíåòi ïðèçâîäèòü äî
âòðàòè çíà÷íèõ ôiíàíñîâèõ ðåñóðñiâ. Çáiëüøåííß êîíöåíòðàöi¨ ïàðíèêîâèõ ãàçiâ
â àòìîñôåði ïëàíåòè ñïðè÷èíß¹ çíà÷íó êiëüêiñòü åêîëîãi÷íèõ ïðîáëåì ñâiòîâî-
ãî ìàñøòàáó, çîêðåìà ïiäâèùåííß ñåðåäíüîði÷íî¨ òåìïåðàòóðè. Òîìó íàóêîâà
ñâiòîâà ñïiëüíîòà ñïðßìîâó¹ çíà÷íi çóñèëëß íà äîñëiäæåííß íåãàòèâíîãî ßâèùà
òà âèðiøåííß äàíî¨ ïðîáëåìè.
Äîñëiäíèêè àêòèâíî âèâ÷àþòü ïðîöåñè åìiñi¨ ïàðíèêîâèõ ãàçiâ, ùîá ïðîàíàëi-
çóâàòè ïðèðîäó ïîõîäæåííß öüîãî ßâèùà òà îáãðóíòóâàòè øëßõè âèõîäó ç ïðî-
áëåìè. Îñòàííi íàóêîâi äîñëiäæåííß ñâiä÷àòü ïðî àêòóàëüíiñòü ïðîáëåìàòèêè,
à ðåçóëüòàòè äåìîíñòðóþòü, ùî çíà÷íà ÷àñòèíà åìiñié ïàðíèêîâèõ ãàçiâ óòâî-
ðþ¹òüñß â ðåçóëüòàòi ñïàëþâàííß âèêîïíîãî ïàëèâà â åíåðãåòè÷íîìó ñåêòîði,
çîêðåìà ïðè âèðîáíèöòâi åëåêòðîåíåðãi¨ [1]. Íàóêîâöi çàïðîïîíóâàëè óçàãàëüíåíi
ìîäåëi, ßêi îïèñóþòü ïðîöåñè åìiñié íà ãëîáàëüíîìó òà ðåãiîíàëüíîìó ðiâíßõ.
Ïðîòå, òàêi ïiäõîäè íå ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñß äëß iäåíòèôiêàöi¨ ïðîáëåìíèõ
åëåêòðîãåíåðóþ÷èõ ïiäïðè¹ìñòâ [2].
Îñíîâó åëåêòðîåíåðãåòè÷íî¨ ãàëóçi Ïîëüùi ñêëàäàþòü ïiäïðè¹ìñòâà, ßêi â
ßêîñòi åíåðãåòè÷íèõ ðåñóðñiâ âèêîðèñòîâóþòü âèêîïíå ïàëèâî, çîêðåìà êàì'ßíå
òà áóðå âóãiëëß, ðiäøå ïðèðîäíèé ãàç. Òîìó àêòóàëüíèìè ¹ çàäà÷i ðîçðîáëåííß
ìàòåìàòè÷íîãî òà ïðîãðàìíîãî iíñòðóìåíòàðiþ äëß ìîäåëþâàííß ïðîöåñiâ åìiñi¨
ïàðíèêîâèõ ãàçiâ òà àíàëiçó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, äîçâîëèòü
ñôîðìóâàòè âàãîìi òà îáãðóíòîâàíi àðãóìåíòè äëß ïiäòðèìêè ïðèéíßòòß âiä-
ïîâiäíèõ ðiøåíü ùîäî çìåíøåííß êiëüêîñòi åìiñié. Ïðåäñòàâëåíå äîñëiäæåííß
îïèñó¹ îñîáëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííß ïðîöåñiâ åìiñi¨ ïàðíèêîâèõ ãàçiâ
ïðè âèðîáíèöòâi åëåêòðîåíåðãi¨ â Ïîëüùi ç âðàõóâàííßì îñîáëèâîñòåé åëåêòðî-
åíåðãåòè÷íî¨ ãàëóçi, çäiéñíåíî îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè òà ïðîàíàëiçîâàíî
äèíàìiêó åìiñié çà 2010-2013 ðîêè. Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííß ¹ âàãîìèì àðãóìåí-
òîì äëß âiäïîâiäíèõ âëàäíèõ ñòðóêòóð Ïîëüùi òà êåðiâíèêiâ åëåêòðîãåíåðóþ÷èõ
ïiäïðè¹ìñòâ.
[1] Lesiv M., Bun R., Shpak N., Danylo O., Topylko P. Spatial analysis of GHG emissions
in eastern polish regions: energy production and residential sector.  Econtechmod. 
2012.  Vol. 1, n. 2.  P. 1723.
[2] Bun R., Hamal Kh., Gusti M., Bun A. A Spatial GHG inventory on regional level:
Accounting for uncertainty.  Climatic Change. Springer Netherlands.  2010.  Vol.
103, Is. 1.  P. 227244.
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ÓÄÊ 519.21
Àñèìïòîòèêà ãåíåðàòîðà ñòðèáêîâî¨ îïòèìiçàöi¨ â
ìàðêîâñüêîìó ñåðåäîâèùi â ñõåìi äèôóçiéíî¨
àïðîêñèìàöi¨
×àáàíþêß.Ì.1, ä.ô.-ì.í., ïðîô. êàô.ÏÁÎÏ,
ÃîðóíÏ.Ï.2
1Ëüâiâñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò áåçïåêè æèòò¹äißëüíîñòi
(âóë. Êëåïàðiâñüêà, 35, ì. Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
2ÏÏ Êàäð
(âóë. Êîïåðíèêà, 16, ì. Ëüâiâ, 79000, Óêðà¨íà)
Ñòðèáêîâà ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ (ÏÑÎ) ó ñõåìi äèôóçiéíî¨
àïðîêñèìàöi¨ â ìàðêîâñüêîìó ñåðåäîâèùi iç ñèíãóëßðíèì çáóðåííßì ôóíêöi¨ ðå-
ãðåñi¨ çàäà¹òüñß ñïiââiäíîøåííßì (ïîêëàäåìî
−1∑
n=0
aεn∇bC(uεn;xεn) = 0) [1]:
uε(t) = u+
ν(t/ε1/γ)−1∑
n=0
aεn
(∇bCε(uεn;xεn) + ε−1C0(uεn;xεn)) , uε(0) = u, t > 0, (1)
â ïîçíà÷åííßõ [2] ∇bC(u; ·) = {(C(u+; ·)−C(u−; ·))/2b(t)}, u± = u(t), γ  ïîêàç-
íèê íîðìóâàííß ÷àñó, ν  ëi÷èëüíèé ïðîöåñ ìîìåíòiâ âiäíîâëåííß ìàðêîâñüêîãî
ïðîöåñó (ÌÏ) τn, xn = x(τn), n > 0  âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ó ðiâíîìiðíî
åðãîäè÷íèé ÌÏ x(t), t > 0 ó ñòàíäàðòíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði ñòàíiâ (X,X )ç
ãåíåðàòîðîì Q [3] òà ïîòåíöiàëîì R0. Ôóíêöiß ðåãðåñi¨ C(u;x), u ∈ R, x ∈ X,
çàäîâiëüíß¹ óìîâè iñíóâàííß ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ßçêó ñóïðîâîäæóþ÷èõ ñèñòåì:
dux(t)/dt = ∇bCε(uεn;xεn) + ε−1C0(uεn;xεn), x ∈ X
â ïðèïóùåííi iñíóâàííß òà ¹äèíîñòi òî÷êè åêñòðåìóìó u∗. Â ÏÑÎ (1) ìàþòü
ìiñöå âêëàäåíîñòi: uεn = u(τ
ε
n), x
ε
n = x(τ
ε
n), a
ε
n = a(τ
ε
n), τ
ε
n = τn/ε
1/γ , n > 0.
Äëß óçàãàëüíåííß îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçãëßíóòî òàêi êåðóþ÷i ôóíêöi¨:
a(t) = a/tα, a > 0, b(t) = b/tβ, b > 0,
äå α, β òàêi, ùî çàáåçïå÷óþòü óìîâè çáiæíîñòi ÏÑÎ (1) (äèâ. [4, Òåîðåìà 1]):
∞∑
t=0
a(t) =∞,
∞∑
t=0
a2(t) <∞,
∞∑
t=0
a(t)b(t) <∞.
Ïiä çáiæíiñòþ ñòðèáêîâî¨ ÏÑÎ (1) ìà¹òüñß íà óâàçi çáiæíiñòü ç éìîâiðíiñòþ
1 äî òî÷êè ðiâíîâàãè u∗ (íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî u∗ = 0)
óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè du(t)/dt = C ′(u(t)), C(u) = q
∫
X
ρ(dx)C(u;x).
Íîðìîâàíà ÏÑÎ (1) ìà¹ âèãëßä vε(t) = tγ (uε(t)/ε− Cε0(t)), äå Cε0(t) =
= ε−2
ν(t/ε1/γ)−1∑
n=0
aεnC0(u
ε
n;x
ε
n). Ðîçãëßíåìî òðüîõêîìïîíåíòíèé ÌÏ
(
vε(t), Cε0(t), x
ε
t = x(t/ε
1/γ), t > 0
)
. (2)
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Ïîêëàäåìî α = 1, γ = 1/4 (êëàñè÷íèé âèïàäîê). Íåõàé âèêîíóþòüñß óìîâè
áàëàíñó äëß ôóíêöi¨ ðåãðåñi¨ C(u;x) òà çáóðåííß C0(u;x) âiäïîâiäíî Π˜C0(0;x) =
= 0, Π˜C ′(0, x) = 0, äå Π˜  ïðîåêòîð, ùî âèçíà÷à¹òüñß ñòàöiîíàðíèì ðîçïîäiëîì
âêëàäåíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà xn, n > 0, òîáòî Π˜ϕ(x) =
∫
X ρ(dx)ϕ(x).
Ëåìà. Ãåíåðàòîð ÌÏ (2) íà òåñò-ôóíêöißõ ϕ(v;w·) ∈ C1,2(R × R) ìà¹
àñèìïîòè÷íå ïðåäñòàâëåííß:
Lεtϕ(v;w;x) = [ε
−4Q+
ε−2
t
q(x)Q1(x)P +
ε−1
t3/4
q(x)Q2(x)P +
+t−1q(x)Q3(x)P + θεt (x)Q0]ϕ(v;w;x),
äå Q1(x)ϕ(v;w;x) = aC0(0;x)ϕ
′
w;
Q2(x)ϕ(v;w;x) = a
(
C ′(0;x)ϕ′v +
v + t1/4w
t2/4
C ′0(0;x)ϕ
′
w
)
;
Q3(x)ϕ(v;w;x) = a[(v + t
1/4w)C ′′(0;x)ϕ′v +
(v + t1/4)2
2t2/4
C ′′0 (0;x)ϕ
′
w] +
+
v
4
ϕ′v +
a2
2t
C20 (0;x)ϕ
′′
w;
Q0ϕ(x) = q(x)
∫
X
P (x, dy)ϕ(y),
à çàëèøêîâèé ÷ëåí θεt (x)Q0 òàêèé, ùî ‖θεt (·)Q0ϕ(v;w; ·)‖ → 0, ε→ 0, t→∞.
[1] Ãîðóí Ï.Ï. Ãåíåðàòîð ñòðèáêîâî¨ ïðîöåäóðè îïòèìiçàöi¨ â ìàðêîâñüêîìó ñåðåäîâèùi
/ Ãîðóí Ï.Ï., ×àáàíþê ß.Ì., Êóêóðáà Â.Ð. //XVI International Conference "Problems
of decision making under uncertainties"(PDMU-2010, October 4-8, 2010). Êè¨â: Îñâiòà
Óêðà¨íè.  Ñ. 54.
[2] Ãîðóí Ï.Ï. Çáiæíiñòü äèñêðåòíî¨ ïðîöåäóðè ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ â ñõåìi äè-
ôóçiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨. /Ãîðóí Ï.Ï. ×àáàíþê ß.Ì., Ñåìåíþê Ñ.À. //Òåçè äîïîâiäåé
V Ìiæíàð. íàóê. êîíôåðåíöi¨ OPTIMA-2012: Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííß, ïðîãíîçóâàííß òà îïòèìiçàöi¨. Êàì'ßíåöü-Ïîäiëüñüêèé, 2012.  Ñ. 27-28.
[3] Korolyuk V. Stochastic Systems in Merging Phase Space /Korolyuk V., Limnios N. 
World Scientiﬁc Publishing, 2005.  330 p.
[4] ß.Ì. ×àáàíþê. Çáiæíiñòü äèñêðåòíî¨ ïðîöåäóðè ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ â ñõåìi
äèôóçiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ / ß.Ì. ×àáàíþê, Ï.Ï. Ãîðóí //Çáiðíèê íàóêîâèõ ïðàöü ií-
ñòèòóòó êiáåðíåòèêè iìåíi Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè òà Êàì'ßíåöü-Ïîäiëüñüêîãî
íàöiîíàëüíî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Îãi¹íêà. Ñåðiß: Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè,
2012.  6.  Ñ.234-248.
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ÓÄÊ 519.715
One generator of random evolution in small diﬀusion
scheme
ChabanyukYa.M. 1, prof. Fundamentals of Technology Faculty
KhimkaU.T.2, Phd., Department of Computational Mathematics and Programming
Budz I. S.2, Phd., Department of Computational Mathematics and Programming
1 Lublin University of Technology
(Nadbystrzycka 38 D, Lublin, Poland, 20  618)
2 Lviv Polytechnic National University
(12 Bandera street, Lviv, Ukraine, 79013)
Consider random evolution with diﬀusion perturbation deﬁned by stochastic
diﬀerential equation[1,2]
duε,δ(t)
dt
= C(uε,δ(t);x(t/ε3)) + (ε−1 + δ−1)C0(x(t/ε3)), (1)
where uε,δ(t) ∈ Rd, t > 0,  random evolution [1]; C0(x)  singular perturbation of
regression function C(u;x) ∈ C2(Rd); x(t)  Markov process in phase space of states
(X,X) with stationary distribution pi(B), B ∈ X [1,2].
Generator of the Markov process x(t) is given by relation
Qϕ(x) = q(x)
∫
X
Q(x, dy)[ϕ(y)− ϕ(x)], ϕ ∈ B, (2)
where B  Banach space of real bounded functions ϕ with supremum norm
‖ ϕ(x) ‖:= sup
x∈X
| ϕ(x) | .
For the generator Q potential R0 = Π − [Q + Π]−1 is determined, where
Πϕ(x) =
∫
X
pi(dy)ϕ(y) - projector on the space of zeroes of the operator Q: NQ =
= {ϕ : Qϕ = 0} .
Limited evolution has a representation
du(t) = C(u(t))dt+
√
δσdw(t),
where
C(u) =
∫
X
pi(dx)C(u;x).
For limited diﬀusion σ relation B = σTσ, where
B = 2
∫
X
pi(dx)C0(x)R0C0(x).
Balance condition holds ∫
X
pi(dx)C0(x) = 0.
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The random evolution (1) is deﬁned by the generator
Lε,δ(x)ϕ(u, x) = [ε−3Q+ (ε−1 + δ−1)C0(x) +C(x)]ϕ(u, x),
where C0(x)ϕ(u) = C0(x)ϕ′(u),C(x)ϕ(u) = C(u;x)ϕ′(u).
Ëåìà 3. Solution of singular perturbation problem [2] for generator Lε,δ(x) on
perturbed test-function
ϕε,δ(u;x) = ϕ(u) + (ε+ δ)ϕ1(u;x) + ε
3ϕ2(u;x),
where εδ → 1, ε→ 0, has form
L
ε,δ(x)ϕε,δ(u;x) = Lδϕ(u) + θε,δL (x)ϕ(u),
where limited generator Lδ is determined from relation
L
δ = ΠC(x)Π + δΠC0(x)R0C0(x)Π
and residual term θε,δL (x)ϕ(u) is deﬁned by the ratio
sup
x∈X
θε,δL (x)ϕ(u)→ 0, ε→ 0.
The result got in the article allows to consider asymptotic presentation of
exponential generator
Hδϕδ(u)→ Hϕ(u), ϕδ(u)→ ϕ(u),
in the chart of cerouss with a small parameter δ → 0.
[1] V. Koroliuk and N. Limnious Stochastic Systems in Merging Phase Space. World
Scientiﬁc Publishing, 2005,  330 p.
[2] O.I.Kiykovska. Random evolution in a scheme of asymptotically small diﬀusion with
markov switchings / O.I.Kiykovska, Ya.M.Chabanyuk // Cybernetics and Systems
Analysis.  2013.  V. 49, 2. - P. 303-308.
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Ïðîáëåìà ðåàëiçàöi¨ äåßêèõ àëãîðèòìiâ öèôðîâî¨
ôiëüòðàöi¨ íà áàãàòîßäåðíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ
ñèñòåìàõ
ßäæàêÌ.Ñ.1,2, ä.ô.-ì.í., ñ.í.ñ., ïðîâ.í.ñ.
ÔåäüêîâñüêèéÏ.Î.2, ñïåöiàëiñò
ÁåêàñÁ.Î.3, ñò. âèêëàäà÷
1Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ
Óêðà¨íè
(âóë. Íàóêîâà, 3-Á, ì.Ëüâiâ, 79060, Óêðà¨íà)
2Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
3Íàöiîíàëüíèé ëiñîòåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò Óêðà¨íè
(âóë. Ãåí. ×óïðèíêè, 103, ì. Ëüâiâ, 79057, Óêðà¨íà)
Çàðàç øâèäêîäiß îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì çðîñòà¹ ïåðåâàæíî çàâäßêè òîòàëü-
íîìó âèêîðèñòàííþ ïàðàëåëiçìó íà ðiçíèõ ðiâíßõ [1]. Íàéïîøèðåíiøèìè òà øè-
ðîêî äîñòóïíèìè âèñîêîïðîäóêòèâíèìè ñèñòåìàìè ¹ áàãàòîßäåðíi êîìï'þòåðè òà
êëàñòåðè [2]. Òîìó ïiä ÷àñ ðîçðîáêè ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòìiâ îá÷èñëåíü ïîòðiáíî
îði¹íòóâàòè ¨õ íà ðåàëiçàöiþ ñàìå íà òàêèõ îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáàõ.
Ó ðîáîòi ðîçãëßäàþòüñß çàäà÷i öèôðîâî¨ ôiëüòðàöi¨ (ÇÖÔ) ðiçíî¨ âèìiðíîñòi.
Ó íàøîìó ôîðìóëþâàííi ÇÖÔ ïîëßãà¹ ó âèêîíàííi C ïåðåîá÷èñëåíü çãëàäæó-
âàííß äåßêîãî ìàñèâó çíà÷åíü N çìiííèõ ÷åðåç ðóõîìå âiêíî ðîçìiðîì M . Ó ái-
ëüøîñòi âèïàäêiâ [3] çàäà÷i ôiëüòðàöi¨ ïîòðiáíî ðîçâ'ßçóâàòè ó ðåæèìi ðåàëüíîãî
÷àñó, òîìó ç öi¹þ ìåòîþ íåîáõiäíî ðîçðîáëßòè åôåêòèâíi ïàðàëåëüíi àëãîðèòìè.
Ñòàíäàðòíèé ïîñëiäîâíèé àëãîðèòì ðîçâ'ßçàííß ðîçãëßäóâàíî¨ íàìè îäíîâè-
ìiðíî¨ ÇÖÔ ìà¹ âèãëßä:
FOR j = 1,C DO
FOR i = 1,N DO
{ p = 0
FOR s = −m,m DO
p = p + x(i + s) · f(s)
x(i) = p }.
Òóò x(i), i = 1, ...,N  ìàñèâ ïåðåîá÷èñëþâàíèõ çíà÷åíü çìiííèõ, à f(s), s =
= −m, ...,m  ìàñèâ âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ. Ó äàíîìó ðàçi M = 2m + 1.
Ç íàâåäåíîãî ïîñëiäîâíîãî àëãîðèòìó âèïëèâà¹, ùî äëß ïåðåîá÷èñëåííß çíà-
÷åíü çìiííî¨ x(i) íà j-ìó êðîöi áåðóòüñß çíà÷åííß x(i−m), x(i−m+1), ..., x(i−1),
ßêi ¹ âæå ïåðåîá÷èñëåíèìè íà öüîìó æ êðîöi. Äëß ðîçâ'ßçàííß îäíîâèìiðíî¨
ÇÖÔ ïðîïîíó¹òüñß àëãîðèòì ç îáìåæåíèì ïàðàëåëiçìîì, ßêèé ðåàëiçó¹ àñèí-
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õðîííó ñõåìó îá÷èñëåíü:
FOR j = 1,C DO
FOR r = 1,P DO CONC
FOR i = I(r), J(r) DO
{ p(i) = 0
FOR s = −m,m DO
p(i) = p(i) + x(i + s) · f(s)
x(i) = p(i) }.
Òóò I(r) = 1 + N(r− 1)/P, J(r) = Nr/P, à CONC  öå òèï ïàðàëåëüíîñòi, ùî
âèçíà÷à¹ íåçàëåæíå âèêîíàííß P (1 < P < N) ãiëîê iç âçà¹ìîäi¹þ ÷åðåç ñïiëüíó
ïàì'ßòü. Äëß ïðîñòîòè N âèáèðà¹ìî êðàòíèì äî P . Ó êîæíié ïàðàëåëüíié ãiëöi
âiäáóâà¹òüñß ïåðåîá÷èñëåííß çíà÷åíü N/P çìiííèõ .
Àíàëîãi÷íî áóäó¹òüñß àëãîðèòì ç îáìåæåíèì ïàðàëåëiçìîì äëß ðîçâ'ßçàííß
äâîâèìiðíî¨ ÇÖÔ, ßêèé ðåàëiçó¹ àñèíõðîííó ñõåìó îá÷èñëåíü.
Çàïðîïîíîâàíi ïàðàëåëüíi àëãîðèòìè áóëè ðåàëiçîâàíi ìîâîþ C ç âèêîðè-
ñòàííßì áiáëiîòåêè ïàðàëåëüíèõ çàâäàíü (TPL) [4]. Ïðè öüîìó çäiéñíþâàëàñü
ôiëüòðàöiß çàøóìëåíèõ îäíîâèìiðíèõ ñèãíàëiâ (ãàðìîíi÷íîãî, øèðîêîãî ïðßìî-
êóòíîãî iìïóëüñà òà ïèëîâèäíîãî), à òàêîæ âiäíîâëþâàëîñü áiíàðíå çîáðàæåííß,
ñïîòâîðåíå iìïóëüñíèìè çàâàäàìè. Âàãîâi êîåôiöi¹íòè âèáèðàëèñü çà ôîðìóëà-
ìè Äàíiåëß, Áàðòëåòà, Õåìiíãà òà âèïàäêîâèì ïiäáîðîì.
Áóëî ðîçãëßíóòî öiëó íèçêó âàðiàíòiâ ðîçâ'ßçàííß îäíî- òà äâîâèìiðíî¨ ÇÖÔ
çà ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ N,M òà C íà áàãàòîßäåðíèõ ñèñòåìàõ òðüîõ òèïiâ:
2 ßäðà2 ïîòîêè, 2 ßäðà4 ïîòîêè, 4 ßäðà4 ïîòîêè. Äëß êîæíîãî âàðiàíòó
ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i ôiëüòðàöi¨ íà êîæíié ç öèõ ñèñòåì ôiêñóâàâñß ðåàëüíèé ÷àñ
ñïðàöþâàííß âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó ç îáìåæåíèì ïàðàëåëiçìîì.
Âñòàíîâëåíî, ùî óíàñëiäîê ðåàëiçàöi¨ ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòìiâ ôiëüòðàöi¨ íà
äâîßäåðíié ñèñòåìi iç îðãàíiçàöi¹þ 4-õ ïîòîêiâ ïîðiâíßíî ç ðåàëiçàöi¹þ ¨õ íà
äâîßäåðíié ñèñòåìi ç îðãàíiçàöi¹þ 2-õ ïîòîêiâ îäåðæó¹ìî íåçíà÷íå ïðèñêîðåííß
(â 1,031,32 ðàçè). Îäíàê, ðåàëiçàöiß çãàäàíèõ àëãîðèòìiâ íà ÷îòèðüîõßäåðíié
ñèñòåìi iç îðãàíiçàöi¹þ 4-õ ïîòîêiâ ïîðiâíßíî ç ¨õ ðåàëiçàöi¹þ íà äâîßäåðíié
ñèñòåìi äà¹ áiëüø ñóòò¹âå ïðèñêîðåííß îá÷èñëåíü (â 1,231,92 ðàçè).
[1] www.parallel.ru.
[2] www.top500.org.
[3] ßäæàê Ì.Ñ., Òþòþííèê Ì.È. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèß çàäà÷è öèôðîâîé
ôèëüòðàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíîãî ñãëàæèâàíèß // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåì-
íûé àíàëèç.  2013.  3. Ñ. 142  151.
[4] Toub S. Patterns of Parallel Programming. Microsoft Corporation, 2010.  118 p.
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1Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
2Ôiçèêî-òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçüêèõ òåìïåðàòóð iìåíi Á.I.Âåðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè
(ïð. Ëåíiíà, 47, ì. Õàðêiâ, 61103, Óêðà¨íà)
3Íàöiîíàëüíà àêàäåìiß ñóõîïóòíèõ âiéñüê iì. Ï. Ñàãàéäà÷íîãî
(âóë. Ãåðo¨â Ìàéäàíó, 32, Ëüâiâ, 79012, Óêðà¨íà)
Âèâ÷à¹òüñß iíòåðêàëßöiß ìàòåðiàëiâ  ãîñïîäàðiâ ñêëàäíî¨ ìîëåêóëßðíî¨
ñòðóêòóðè (íå ìåíøå ßê ç ÷îòèðèàòîìíèìè ïëîùèíàìè â øàði) i ¨õ íàïiâïðî-
âiäíèêîâèõ ôàç ìàãíiòîàêòèâíèìè êîìïîíåíòàìè. Ôàêòè÷íà çàöiêàâëåíiñòü íà-
íîñòðóêòóðàìè ç ïî÷åðãîâèìè íàïiâïðîâiäíèêîâèìè òà ìàãíiòîàêòèâíèìè íàíî-
ïðîøàðêàìè çíà÷íî øèðøà  íàïðèêëàä, öå i ñïiíîâi êîíäåíñàòîðè i ìàãíåòî-
åëåêòðåòè, à òàêîæ ¨õ çàñòîñóâàííß â óíiêàëüíèõ ïðèñòðîßõ àíàëiçó i îïðàöþ-
âàííß ñèãíàëiâ. Ó áiëüø äàëåêié ïåðñïåêòèâ çíàõîäèòüñß êâàíòîâà êîãåðåíòíà
ñïiíòðîíiêà. À òîìó êîìïëåêñíi äîñëiäæåííß òàêèõ ñòðóêòóð âiäêðèâàþòü äî-
äàòêîâi ìîæëèâîñòi âèßâëåííß öiêàâèõ ßâèù i åôåêòiâ, ßêi çìîãëè á ïðèçâåñòè
äî íîâèõ íàïðßìêiâ ¨õ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííß. Öèì ïèòàííßì i ïðèñâß÷åíà
äàíà ðîáîòà.
Ðåíòãåíîôàçîâèé àíàëiç ñïîëóê iíòåðêàëþâàííß NiõInSe (õ=0; 0,25; 0,5; 0,75;
1,0; 1,25,. . . , 10 àò.) [1, 2] ïîêàçàâ, ùî îòðèìàíèé ìàòåðiàë ¹ ãîìîãåííèì. Ôàç
çàìiùåííß ñïîëóê ñåëåíiäiâ íiêåëþ, à òàêîæ âiëüíîãî íiêåëþ âèßâëåíî íå áó-
ëî. Âiäñóòíiñòü äèôðàêöiéíèõ ìàêñèìóìiâ, ßêi âiäïîâiäàþòü ìåòàëi÷íîìó íiêå-
ëþ, âiäîáðàæà¹ ïðiîðèòåòíèé âïëèâ îäíîãî iç îñíîâíèõ ñòðóêòóðîóòâîðþþ÷èõ
ôàêòîðiâ - äåôîðìàöiéíèõ ïîëiâ, çóìîâëåíèõ çîêðåìà, íåóçãîäæåíiñòþ ïîñòiéíî¨
ãðàòêè ìàòðèöi i øàðó iíòåðêàëßíòà, ßêà ñïðèß¹ óòâîðåííþ äèñêðåòíèõ íàíî-
îñòðiâöiâ ç ãîñòüîâîãî êîìïîíåíòó, ¨õ ðåïðîäóêöi¨ ç óòâîðåííßì ôðàêòàëüíèõ
ñiòîê, òîùî. Òàêèì ÷èíîì, àòîìè íiêåëþ, ßêi ç ïåâíîþ iìîâiðíiñòþ ìîãëè óâiéòè
â êîâàëåíòíi øàðè Se  In  In  Se, ïðè ïåðåõîäi êðèñòàëó äî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó
âèïàäàþòü ó ìiæøàðîâèé ïðîñòið. Êîíöåíòðàöiéíà çàëåæíiñòü ïàðàìåòðà ãðàò-
êè ñ  íåìîíîòîííà ôóíêöiß êîíöåíòðàöi¨ iíòåðêàëßíòà, â òîé ÷àñ ßê ïàðàìåòðè
a, b çàëèøàþòüñß íåçìiííèìè.
×àñòîòíi çàëåæíîñòi äiéñíî¨ ñêëàäîâî¨ êîìïëåêñíîãî iìïåäàíñó äîñëiäæóâà-
íèõ ñòðóêòóð ïîêàçàëè, ùî äëß óñiõ çíà÷åíü õ, êðiì õ=1,25, êîìïëåêñíà ñêëàäîâà
iìïåäàíñóõ) ¹ îáåðíåíîþ ôóíêöi¹þ äî çìiíè ïàðàìåòðà ãðàòêè âçäîâæ êðèñòà-
ëîãðàôi÷íî¨ îñi Ñ. Âðàõîâóþþ÷è ñóòò¹âå çìåíøåííß îñòàííüîãî, òàêèé åôåêò
ìîæå áóòè ïîâ'ßçàíèé ç ôîðìóâàííßì êâàçiìîëåêóë øëßõîì óòâîðåííß çâ'ßçêiâ
ìiæ áëîêàìè Se-In-In-Se ÷åðåç âïðîâàäæåíi iîíè íiêåëþ [2]. Ç ìåòîþ äåòàëiçàöi¨
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ìåõàíiçìiâ ñòðóìîïðîõîäæåííß â ñèíòåçîâàíèõ iíòåðêàëàòàõ ïîáóäîâàíî äiàãðà-
ìè Íàéêâiñòà  çàëåæíîñòi óßâíî¨ ñêëàäîâî¨ êîìïëåêñíîãî iìïåäàíñó âiä éîãî
ðåàëüíî¨. Äëß âèõiäíî¨ ìàòðèöi âîíà ìà¹ îäíîäóãîâèé õàðàêòåð, ùî âiäîáðà-
æà¹ ¹ìíiñíèé âiäãóê ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ i âëàñíå ÷àñòîòîçàëåæíèé iìïåäàíñ,
âêàçóþ÷è íà âêëàä ó çàãàëüíó ïðîâiäíiñòü ïåðåñêîêiâ íîñi¨â çàðßäó ïî ëîêàëi-
çîâàíèõ ñòàíàõ, àáî ¨õ çáóäæåííß â õâîñòè ãóñòèíè ñòàíiâ ÷è â äåëîêàëiçîâàíi
çîíè. Ïiñëß iíòåðêàëþâàííß âií â çàëåæíîñòi âiä ðîçïîäiëåíîñòi i ñïiââiäíîøåí-
íß ÷àñiâ ðåëàêñàöié òðàíñôîðìó¹òüñß àáî äî îäíîäóãîâîãî âèäó àëå ñèíòåòè÷íî¨
ñòðóêòóðè, àáî äî ßñêðàâî âèðàæåíîãî äâî- ÷è òðè- äóãîâîãî õàðàêòåðó. Öå ñâiä-
÷èòü ïðî ìîäèôiêàöiþ åíåðãåòè÷íîãî ðåëü¹ôó âèõiäíî¨ ìàòðèöi ñåëåíiäó iíäiþ
áàð'¹ðàìè, íàâåäåíèìè ãîñòüîâèì íiêåëåì. Àëå íàéíåîðäèíàðíiøèì ôàêòîì âè-
ßâèëèñß äåôîðìàöi¨ íèçüêî÷àñòîòíèõ âiòîê ?(?) äëß õ=0,25 i õ=0,75, ïðè ßêèõ
?(õ) ìà¹ àáñîëþòíi ìàêñèìóìè, ùî ìîæå áóòè ïîâ'ßçàíî ç iíäóêòèâíèì âiäãóêîì
êðèñòàëó. Íàéöiêàâiøèì ¹ òå, ùî ïðè ñèëüíèõ äåôîðìàöißõ ?(?) äëß õ=0,75 íèçü-
êî÷àñòîòíà âiòêà äiàãðàìè Íàéêâiñòà ïåðåõîäèòü ó IV  iíäóêòèâíèé êâàäðàíò
êîìïëåêñíî¨ iìïåäàíñíî¨ ïëîùèíè. Çà íàéáiëüø çàãàëüíèì ìåõàíiçìîì, iíäóê-
òèâíà ïîâåäiíêà âèíèêà¹ íàâiòü òîäi êîëè çàðßä ââîäèòüñß â øàðè ìàëèõ àáî
íàäìàëèõ ðîçìiðiâ, òîáòî, äiàïàçîíó äåêiëüêîõ íàíîìåòðiâ. Òîìó äîñëiäæåíî i
òåðìîäèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi InSe<Nix>. Ïðè íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ ç âèìiðþ-
âàíü ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi ñëiäó¹ âiäñóòíiñòü ëiíiéíîãî âêëàäó 1. Öå îçíà÷à¹,
ùî äîñëiäæóâàíèé çðàçîê ç õ=1 â öié îáëàñòi òåìïåðàòóð ìàáóòü ¹ içîëßòîðîì,
÷è ïðèíàéìíi íàïiâïðîâiäíèêîì ç äóæå íèçüêîþ êîíöåíòðàöi¹þ íîñi¨â ñòðóìó.
Òåìïåðàòóðà Äåáàß, îòðèìàíà ç âèìiðþâàíü òåïëî¹ìíîñòi, ïîâèííà êîðåëþâà-
òè ç æîðñòêiñòþ ãðàòêè. Òàê, íàïðèêëàä, ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðà ãðàòêè Ñ
ïðè ðîñòi õ âiä 0, 25 äî 1, ßêå ìîæå áóòè âèêëèêàíå ðîñòîì Ni-Ni âçà¹ìîäi¨ ó
âàí-äåð-âààëüñîâèõ ïðîìiæêàõ i, ßê íàñëiäîê, çìåíøåííß ñòßãóâàííß øàðiâ, ïî-
âèííî áè âèðàçèòèñß â çìåíøåííi òåìïåðàòóðè Äåáàß. Íàéöiêàâiøèì ¹ òå, ùî
ïðè íàéíèæ÷èõ òåìïåðàòóðàõ C ïðîïîðöiéíå íå Ò3, à Ò3,2.
Äëß ïîßñíåííß åêñïåðèìåíòó òåïëî¹ìíiñòü îïèñó¹òüñß êâàçi-ôåíîìåíîëîãi÷íî
îïèñóþ÷è òåïëî¹ìíiñòü â ìîäèôiêîâàíîìó Äåáà¨âñüêîìó íàáëèæåííi [3]. Ïðè-
÷èíà âiäõèëåííß Ñ âiä äåáà¨âñüêî¨ ïîßñíþ¹òüñß âêëàäîì ëîêàëiçîâàíèõ ñòàíiâ,
çóìîâëåíèõ ãàëüìóâàííßì àêóñòè÷íèõ ôîíîíiâ íà ÷àñòîòi ïåðøî¨ îñîáëèâîñòi
âàí Õîâà.
[1] Baran A.et.al.,Low Temperature Physicsem LTP41, 1191(2015)
[2] Stakhira Yu. et.al.,Semiconductors.em Semiconductors45,1258(2011)
[3] Gospodarev A. et. al.,Low Temperature Physicsem LTP34, 655 (2008).
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ÓÄÊ 66.084+541.182; 628.1; 658.265
An inﬂuence of the system of [sodium bicarbonate 
acetic acid] on the microbial viability
Koval I., PhD, department of general chemistry
Lviv Polytechnic National University
(S. Bandera str., 12, Lviv, 79013, Ukraine)
Theme of these studies was to investigate the viability of microorganisms (MO)
under gas atmosphere. But gas, means carbon dioxide, wasn't bubbled into the
microbial dispersion but extracted from created system. It can help to explained
mechanism of cavitational eﬀect at the gas bubbling during water disinfection.
The objects of these investigations were sporogenous bacteria of Bacillus type on
the diﬀerent stages of cells development. Cultural features of Bacillus is presented
in [1].
To study the eﬀect of pH of the system on the viability of microorganisms during
CO2 bubbling, carbon dioxide was extracted from the system [sodium bicarbonate 
acetic acid]. The system selected in such a way that the value of pHfinal of the water
system was at least 6. The increase of concentration of sodium bicarbonate in the
system to 16g/dm3 did not caused signiﬁcant death of MO during 1 hour, while
adding to the system an acetic acid and release of CO2 bubbles led to a signiﬁcant
reduction of MO amounts.
Since the main mechanism of the destructive action of cavitation on MO is the
formation of microbubbles of gas, released from a solution, it was important to
investigate the eﬀect of the volume of released gas from a solution on microbial
viability. It was found that the eﬀective dying of microbial cells is observed at an
increase of the gas volume in microbubbles approximately in 2 times. The increase
of the number of sporogenous bacillary cells to the number of asporogenous, reduces
the impact of released CO2 volume on their viability. That is, if more than 95%
of sporogenous Bacillus are present, carbon dioxide virtually has no eﬀect on their
viability, even at the pressure of 500 kPa, while in the early stages of development
(before the sporogenesis) bacillus are almost completely died at a CO2 pressure above
the system equal to 50 kPa.
[1] Koval I.,Shevchuk L. Cultural features of microorganisms.  Lviv Polytechnic Publishing
House, Lviv, 2015.  P.372373.
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ÓÄÊ 371.3
Âïðîâàäæåííß òåñòîâîãî êîíòðîëþ â êóðñi Õiìiß
Êðèõîâåöü 0. Â., ê.õ.í., äîö.
Óêðà¨íñüêà àêàäåìiß äðóêàðñòâà
(âóë. Ïiäãîëîñêî, 19, ì. Ëüâiâ, 79020, Óêðà¨íà)
Â ñó÷àñíèõ óìîâàõ ðîçâèòêó ñóñïiëüñòâà ãîëîâíèì çàâäàííßì âèùî¨ øêîëè ¹
íå òiëüêè ïiäãîòîâêà âèñîêîêâàëiôiêîâàíîãî ñïåöiàëiñòà, àëå i ôîðìóâàííß åðó-
äîâàíî¨, âiëüíî¨¨ i âiäïîâiäàëüíî¨ îñîáèñòîñòi, ùî ïî¹äíó¹ â ñîái ïðîôåñiéíó êîì-
ïåòåíòíiñòü, ïîñòiéíó ïîòðåáó ó ñàìîîñâiòi ç ãðîìàäßíñüêîþ âiäïîâiäàëüíiñòþ.
Öå âèìàãà¹ âiäõîäó âiä ñèñòåìè ïðîñòî¨ ïåðåäà÷i ñòóäåíòàì ñóìè çíàíü òà óìiíü.
Ñüîãîäåíß âèìàãà¹ ïîøóêó íîâèõ øëßõiâ ïiäâèùåííß ßêîñòi ïðîôåñiéíî¨ ïiäãî-
òîâêè, çîêðåìà óäîñêîíàëåííß ìåòîäiâ êîíòðîëþ íàâ÷àëüíèõ äîñßãíåíü.
Òåñòîâèé êîíòðîëü ¹ ñó÷àñíèì åôåêòèâíèì ìåòîäîì êîíòðîëþ ßêîñòi çíàíü
ñòóäåíòiâ. Â. Àâàíåñîâ óâàæà¹, ùî òåñò  íàóêîâî îá ðóíòîâàíèé ìåòîä âèìiðþ-
âàííß äîñëiäæóâàíèõ îñîáëèâîñòåé îñîáèñòîñòi. Ïåäàãîãi÷íèé òåñò ßâëß¹ ñîáîþ
ñóêóïíiñòü âçà¹ìîïîâ'ßçàíèõ çàâäàíü çðîñòàþ÷î¨ ñêëàäíîñòi òà ñïåöèôi÷íî¨ ôîð-
ìè, ùî äîçâîëß¹ ßêiñíî îöiíèòè ñòðóêòóðó é âèìiðßòè ðiâåíü çíàíü [1].
Ìåòîþ íàøèõ äîñëiäæåíü áóëî âñòàíîâëåííß îñîáëèâîñòåé âïðîâàäæåí-
íß òåñòîâîãî êîíòðîëþ ç äèñöèïëiíè "Õiìiß". Îá'¹êòîì äîñëiäæåííß âèáðàíî
íàâ÷àëüíîâèõîâíèé ïðîöåñ íà iíæåíåðíîìó ôàêóëüòåòi ÓÀÄ. Ïðåäìåò äîñëiä-
æåííß  ïðîöåñ êîíòðîëþ çà íàâ÷àëüíèìè äîñßãíåííßìè ñòóäåíòiâ çà äîïîìî-
ãîþ ìåòîäiâ òåñòóâàííß.
Íàéïîâíiøà êëàñèôiêàöiß òåñòiâ ïîäàíà ó ðîáîòàõ I..Áóëàõ [2]. Òóò êëàñè-
ôiêóþòüñß òåñòè çà:
1. ôîðìîþ òåñòóâàííß: ãðóïîâi òà iíäèâiäóàëüíi;
2. ïðèçíà÷åííßì: òåñòè çíàíü òà íàâè÷îê, iíòåëåêòó, iíòåðåñiâ, ñïåöiàëüíèõ çäiá-
íîñòåé, îñîáèñòîñòi, ïñèõi÷íèõ ôóíêöié;
3. ïñèõîëîãi÷íîþ îçíàêîþ: äîñßãíåíü, ðîçâèòêó, iíòåëåêòó, çàãàëüíèõ ðåçóëü-
òàòiâ, óñïiøíîñòi, ñîöiàëüíi, ïñèõîìåòðè÷íi;
4. âèäîì êîíòðîëþ: âõiäíîãî, ïîòî÷íîãî, ðóáiæíîãî, ìîäóëüíîãî, çàêëþ÷íîãî;
5. ôîðìîþ òåñòîâîãî çàâäàííß: âiäêðèòîãî, íàïiââiäêðèòîãî i çàêðèòîãî òèïó;
6. ãîìîãåííiñòþ òåñòîâèõ çàâäàíü: îäíîðiäíi i íåîäíîðiäíi;
7. òåõíi÷íèìè çàñîáàìè: áåçìàøèííi, ç êîìï'þòåðíîþ îáðîáêîþ ðåçóëüòàòiâ,
êîìï'þòåðíi.
Ìè âèêîðèñòîâóâàëè ãðóïîâi òåñòè íà âèçíà÷åííß çíàíü òà íàâè÷îê, çàãàëü-
íèõ ðåçóëüòàòiâ óñïiøíîñòi, çàêðèòîãî i âiäêðèòîãî òèïó, áåçìàøèííi, ãîìîãåííi
òà ãåòåðîãåííi çà ñêëàäíiñòþ. Íàìè ðîçðîáëåíî òåñòè äëß ðiçíîãî âèäó êîíòðî-
ëþ:
1. âõiäíîãî êîíòðîëþ  âèêîðèñòîâóþòüñß äëß âèçíà÷åííß âõiäíîãî ðiâíß çíàíü
ç äèñöèïëiíè (ìiñòßòü 10-15 òåñòiâ);
2. ìîäóëüíîãî êîíòðîëþ  âèêîðèñòîâóþòüñß íà ïiäñóìêîâèõ çàíßòòßõ çà ìîäó-
ëßìè (ìiñòßòü 15-25 òåñòiâ);
3. ïðîìiæíîãî êîíòðîëþ  âèêîðèñòîâóþòüñß ïðè òåìàòè÷íèõ ïåðåâiðêàõ
(ìiñòßòü 5-10 òåñòîâèõ çàâäàíü).
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Îñíîâíà êiëüêiñòü çàâäàíü ñêëàäåíà ó âèãëßäi òåñòiâ ìíîæèííîãî âèáîðó. Çà-
âäàííß â òåñòàõ âõiäíîãî i ìîäóëüíîãî êîíòðîëþ ðîçìiùåíi â ïîðßäêó çðîñòàííß
¨õ ñêëàäíîñòi, ùî äîçâîëß¹ ñòóäåíòàì îïòèìàëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ÷àñ. Òåñòè
ìîäóëüíîãî êîíòðîëþ ïîäiëåíi çà ñêëàäíiñòþ íà äâi ãðóïè. Äëß òåñòiâ I ðiâíß
ñêëàäíîñòi ìîòèâóâàííß âiäïîâiäåé íå íàâîäßòüñß, íà ¨õ âèðiøåííß âiäâîäèòüñß
äî 1 õâèëèíè i îöiíþ¹òüñß â 2 áàëè. Çàâäàííß òåñòiâ II ðiâíß ñêëàäíîñòi ïîòðåáó-
þòü ðîçãîðíóòî¨ îáãðóíòîâàíî¨ âiäïîâiäi, îñêiëüêè ìiñòßòü çàäà÷i òà ðiâíßííß ðå-
àêöié. Íà ¨õ âèðiøåííß âiäâîäèòüñß 4-5 õâèëèí, îöiíþþòüñß â 5 áàëiâ. Íàßâíiñòü
åòàëîíiâ âiäïîâiäåé óñóâà¹ ñóá'¹êòèâíèé ôàêòîð ïðè îöiíþâàííi çíàíü, ñïðèß¹
åêñïðåñíîñòi ìåòîäó. Òåñòè äëß ïðîìiæíîãî òåìàòè÷íîãî êîíòðîëþ ïîòðåáóþòü
îáãðóíòóâàííß òà ðîçðàõóíêiâ, âèìàãàþòü êðiì òåîðåòè÷íèõ çíàíü âìiííß ïðàê-
òè÷íîãî çàñòîñóâàííß. Àíàëiç òàêèõ ðîáiò äà¹ ìîæëèâiñòü âêàçàòè ñòóäåíòàì íà
ïîìèëêè ó ðîçâ'ßçàííi çàäà÷ òà ïðîãàëèíè ó íàâ÷àëüíîìó ìàòåðiàëi, ïðîáëåìíi
ïèòàííß äîäàòêîâî ðîçãëßíóòè íà ïðàêòè÷íèõ çàíßòòßõ òà êîíñóëüòàöißõ.
Ðåçóëüòàòîì âïðîâàäæåííß òåñòóâàííß ó ðiçíèõ âèäàõ êîíòðîëþ ¹ ïiäâèùåí-
íß ðiâíß çíàíü ñòóäåíòiâ. Åêñïðåñíiñòü òåñòîâîãî êîíòðîëþ äîçâîëß¹ ïðîâîäèòè
éîãî ñèñòåìàòè÷íî. Âiäñóòíiñòü ñóá'¹êòèâíîñòi ñïðèß¹ ïîçèòèâíîìó ñòàâëåííþ
ñòóäåíòiâ äî òåñòîâîãî êîíòðîëþ çíàíü. Ïðàêòè÷íà íàïðßìëåíiñòü çàâäàíü ïîñè-
ëþ¹ ñàìîêîíòðîëü òà ìîòèâàöiþ ñòóäåíòiâ äî íàâ÷àííß. Ó íàâ÷àëüíîìó ïðîöåñi
òåñòîâèé êîíòðîëü çíàíü ñòóäåíòiâ âàðòî ïî¹äíóâàòè ç iíøèìè ôîðìàìè òà ìå-
òîäàìè êîíòðîëþ.
[1] Àâàíåñîâ Â.Ñ. Àâàíåñîâ Â. Ñ. Ìåòîäîëîãè÷åñêîå è òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òå-
ñòîâîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî êîíòðîëß: äèñ. íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ïåä.
íàóê.  Ñ.Ïá.: Ãîñóíèâåðñèòåò, 1994.  Ñ. 205214.
[2] Áóëàõ I.,. Òåîðiß i ìåòîäèêà êîìï'þòåðíîãî òåñòóâàííß óñïiøíîñòi íàâ÷àííß
(íà ìàòåðiàëàõ ìåäè÷íèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ): äèñ. äîêòîðà ïåä. íàóê: 13.00.01/
Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ò.Ã. Øåâ÷åíêà. Ê., 1995.  430 ñ.
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ÓÄÊ 621.315.592
Ðóõëèâiñòü åëåêòðîíiâ ó CdS i CdTe
ÌàëèêÎ.Ï., ê.ò.í., äîö. êàô.ÍÏÅ
Ïåòðóñü Ð.Þ., ê.ô.-ì.í., ñ.í.ñ. êàô. ÇÔ
Ðîäè÷Â.Ì., àñïiðàíò êàô. ÇÔ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
×èñëåííèìè äîñëiäæåííßìè ïðîòßãîì îñòàííiõ äåñßòèëiòü äîâåäåíî, ùî
ñòðóêòóðà CdS/CdTe ¹ ïåðñïåêòèâíèì åëåìåíòîì òîíêîïëiâêîâèõ ñîíß÷íèõ ìî-
äóëiâ (CdTe âèêîíó¹ ôóíêöiþ ïîãëèíàþ÷îãî øàðó, CdS − äðóãèé êîìïîíåíò ãå-
òåðîïàðè − ñëóæèòü âiêíîì äëß åôåêòèâíîãî ââåäåííß âèïðîìiíþâàííß). Äëß
ôîòîâîëüòà¨÷íèõ ñòðóêòóð CdS/CdTe ìàëî¨ ïëîùi (∼ 1 ñì2) äîñßãíóòà åôåê-
òèâíiñòü ïåðåòâîðåííß ñîíß÷íî¨ åíåðãi¨ â åëåêòðè÷íó 16,5 %, à äëß ìîäóëiâ âå-
ëèêî¨ ïëîùi (∼ 1400 ñì2) − 10,5 %. òàêîæ òåëóðèä êàäìiþ çàñòîñîâóþòü ßê
îñíîâíèé ìàòåðiàë ïðè âèãîòîâëåííi äåòåêòîðiâ ðàäiàöi¨. Òåëóðèä êàäìiþ çàñòî-
ñîâóþòü ßê ìàòåðiàë ïðè âèãîòîâëåííi äåòåêòîðiâ ðàäiàöi¨. Ïîäàëüøèé ïðîãðåñ
â ðîçðîáëåííi ïðèëàäiâ, ñòâîðåíèõ íà îñíîâi öèõ ìàòåðiàëiâ, âèìàãà¹ äåòàëüíîãî
ìîäåëþâàííß ôiçè÷íèõ ïàðàìåòðiâ öüîãî ìàòåðiàëó. Îäíèì ç òàêèõ ïàðàìåòðiâ
¹ ðóõëèâiñòü íîñi¨â çàðßäó.
Äî òåïåðiøíüîãî ÷àñó ðîçñißííß íîñi¨â çàðßäó â öèõ ìàòåðiàëàõ ïðîâîäèëîñü
íà îñíîâi äàëåêî äiþ÷èõ ìîäåëåé ðîçñißííß (íàáëèæåííß ÷àñó ðåëàêñàöi¨). Îä-
íàê, òàêå ïðèïóùåííß ìiñòèòü íàñòóïíi ïðîòèði÷÷ß: à) âîíî ñóïåðå÷èòü ñïåöiàëü-
íié òåîði¨ âiäíîñíîñòi, çãiäíî ßêî¨ íîñié âçà¹ìîäi¹ òiëüêè ç ñóñiäíiìè îáëàñòßìè
êðèñòàëó; á) âîíî ñóïåðå÷èòü àòîìiñòè÷íîìó ïðèíöèïó, çãiäíî ç ßêèì íîñié âçà¹-
ìîäi¹ (âiääà¹ åíåðãiþ) òiëüêè ç îäíèì àòîìîì, à íå ç áàãàòüìà àòîìàìè îäíî÷àñ-
íî. Ç iíøîãî áîêó, â ðîáîòàõ [13] çàïðîïîíîâàíi áëèçüêîäiþ÷i ìîäåëi ðîçñißííß
íîñi¨â çàðßäó â ñïîëóêàõ AIIBV I i AIIIBV , â ßêèõ âèùå âêàçàíi íåäîëiêè áóëè
âiäñóòíi. Ïðè öüîìó ïðèïóñêàëîñß, ùî íîñié âçà¹ìîäi¹ ç ïîòåíöiàëîì äåôåêòó
òiëüêè â ìåæàõ îäíi¹¨ åëåìåíòàðíî¨ êîìiðêè. Ìåòîþ ðîáîòè áóëî çàñòîñóâàííß
öüîãî ïiäõîäó äëß îïèñó ïðîöåñiâ ðîçñißííß åëåêòðîíiâ íà ðiçíèõ òèïàõ äåôåêòiâ
êðèñòàëi÷íî¨ ãðàòêè â CdTe i CdS.
Ðîçãëßäàëèñß ïðîöåñè ðîçñißííß åëåêòðîíiâ íà áëèçüêîäiþ÷îìó ïîòåí-
öiàëi âèêëèêàíîìó âçà¹ìîäi¹þ ç ïîëßðíèì îïòè÷íèì, íåïîëßðíèì îïòè÷íèì,
ï'¹çîîïòè÷íèì, ï'¹çîàêóñòè÷íèì, àêóñòè÷íèì ôîíîíàìè, iîíiçîâàíîþ äîìiø-
êîþ òà ïîòåíöiàëîì ñòàòè÷íî¨ äåôîðìàöi¨ â çðàçêàõ CdTe ç êîíöåíòðàöi¹þ Cl
(∼ 5·1016 ÷ 5·1017 ñì−3)òà CdS ç êîíöåíòðàöi¹þ âëàñíèõ äåôåêòiâ (âàêàíöi¨ S)
(∼ 5,5·1015÷2,77·1017 ñì−3). Äëß ðîçðàõóíêó êîìïîíåíò òåíçîðà ïðîâiäíîñòi âè-
êîðèñòîâóâàëè òî÷íèé ðîçâ'ßçîê ñòàöiîíàðíîãî ðiâíßííß Áîëüöìàíà, â ßêîìó íå
ðiâíîâàæíà ÷àñòèíà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó åëåêòðîíiâ øóêàëàñß ó âèãëßäi ðîçêëà-
äó â ðßä ïî ñòåïåíßõ åíåðãi¨. Ðîçðàõîâàíî òåìïåðàòóðíó çàëåæíiñòü ðóõëèâîñòi
â iíòåðâàëi 25÷590 K äëß CdTe i 10÷400 K äëß CdS. Ó âñüîìó ðîçãëßíóòîìó
iíòåðâàëi òåìïåðàòóð áëèçüêîäiþ÷i ìîäåëi ðîçñißííß äàþòü äîñòàòíüî äîáðå óç-
ãîäæåííß òåîði¨ òà åêñïåðèìåíòó, òîäi ßê íàáëèæåííß ÷àñó ðåëàêñàöi¨ äà¹ çíà÷íå
âiäõèëåííß òåîði¨ âiä åêñïåðèìåíòó.
Ç âðàõóâàííßì îòðèìàíèõ ïàðàìåòðiâ ðîçñißííß áóëà ðîçðàõîâàíà òåìïåðà-
òóðíà çàëåæíiñòü Õîëë-ôàêòîðó åëåêòðîíiâ, ç ßêî¨ âèäíî, ùî âiäáóâà¹òüñß ïåðå-
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õiä âiä îäíîãî ìåõàíiçìó ðîçñißííß çà íèçüêèõ òåìïåðàòóð (ðîçñißííß íà ïîòåí-
öiàëi ñòàòè÷íî¨ äåôîðìàöi¨) äî iíøîãî ìåõàíiçìó çà âèñîêèõ òåìïåðàòóð (ðîç-
ñißííß íà ïîëßðíî îïòè÷íèõ ôîíîíàõ). Öåé ïåðåõiä ñïîñòåðiãà¹òüñß ïðè òèì
âèùié òåìïåðàòóði, ÷èì áiëüøà êîíöåíòðàöiß öåíòðiâ ñòàòè÷íî¨ äåôîðìàöi¨. Íà
îñíîâi ïðèíöèïó áëèçüêîäi¨ ðîçãëßíóòî ïðîöåñè ðîçñißííß åëåêòðîíiâ íà ðiçíîãî
òèïó äåôåêòàõ ãðàòêè â êðèñòàëàõ CdTe i CdS. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíüî äîáðó
óçãîäæåíiñòü òåîði¨ òà åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ó äîñëiäæåíîìó iíòåðâàëi òåì-
ïåðàòóð. Ïîêàçàíî, ùî áëèçüêîäiþ÷i ìîäåëi áiëüø àäåêâàòíî îïèñóþòü ïðîöåñè
ðîçñißííß åëåêòðîíiâ ó ïîðiâíßííi ç äàëåêîäiþ÷èìè ìîäåëßìè â íàáëèæåííi ÷àñó
ðåëàêñàöi¨.
[1] O.P. Ìalyk Physica B:Condensed Matter. 2009. 404. 5022-5024.
[2] O.P. Ìalyk Diamond Relat. Mater. 2012. 23. 23-27
[3] O.P. Ìalyk Can. J. Phys. 2014. 92. 1372-1379
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ÓÄÊ 541.4.+ 546.7: 543.42
Âèâ÷åííß ïðîöåñó òåðìîëiçó ñêëàäíèõ êîìïëåêñíèõ
ñïîëóê
ÎëiéíèêË.Ï., ê.õ.í., äîö. êàô. ÇÕ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ìåòîäîì äèôåðåíöiàëüíî  òåðìi÷íîãî àíàëiçó âèâ÷åíi ïðîöåñè òåðìi÷íèõ
ïåðåòâîðåíü íiòðîçîïåíòàöiàíiäiâ çàëiçà (II) ç ñêëàäíèìè åòèëåíäèàìiíâìiñíèìè
êàòiîíàìè d− ìåòàëó. Íàâåäåíî ñõåìè ðîçêëàäó âêàçàíèõ êîìïëåêñiâ òà ïîäàíî
¨õ äåðèâàòîãðàìè.
Äåðèâàòîãðàìè çíiìàëè íà ïðèëàäi ÎÄ-103 â iíòåðâàëi 20−8000Ñ â àòìîñôåði
àðãîíó ç ìiíiìàëüíîþ øâèäêiñòþ çðîñòàííß òåìïåðàòóð 5 ãðàä/õâ. Íàâàæêà
ñïîëóê ñêëàäàëà 100ìã. ÄÒÃ1/10, ÄÒÀ 1/10.
Âñòàíîâëåíî, ùî òåðìi÷íà ñòiéêiñòü i õàðàêòåð òåðìîëiçó êîìïëåêñiâ
[M(En)n][Fe(CN)5NO] ∗ mH2O,M − Co2+, Ni2+, Cu2+, Zn2+, Mn2+, n =
= 2, 3; m = 1 − 5 çàëåæèòü âiä ñïîñîáó êîîðäèíàöi¨ i âçà¹ìíîãî ðîçìiùåííß
ëiãàíäiâ â êîîðäèíàöiéíié ñôåði.
Äîñëiäæåíî, ùî òåðìîëiç ñèíòåçîâàíèõ ñïîëóê ìîæå ïðîòiêàòè â äåêiëüêà
ñòàäié. Ïåðøà ñòàäiß  ïðîöåñ äåãiäðàòàöi¨. Êðèñòàëiçàöiéíà âîäà çâ'ßçàíà ç
êîìïëåêñîì âiäíîñíî ñëàáî i òîìó ïðè íàãðiâàííi âèäiëß¹òüñß ïåðøîþ. â îáëàñòi
òåìïåðàòóð 40 − 1600Ñ, ùî âiäïîâiäà¹ âiäùåïëåííþ ìîëåêóë êðèñòàëiçàöiéíî¨
âîäè. Äëß êîìïëåêñó [ÑuEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 3H2O ïðè òåìïåðàòóði 1600Ñ âiä-
ïîâiäà¹ âèäiëåííþ îäíî÷àñíî òðüîõ ìîëåé êðèñòàëiçàöiéíî¨ âîäè.
Äëß [ÌnEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 3H2O â öié æå îáëàñòi íèçüêèõ òåìïåðàòóð ñïî-
ñòåðiãà¹òüñß ãëèáîêèé åíäîåôåêò äëß [NiEn3][Fe(CN)5NO] ∗ 5H2O â iíòåðâàëi
40− 1800Ñ äëß [ZnEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 3H2O  40− 1400C.
Òàêèì ÷èíîì ñïîëóêè [M(En)n][Fe(CN)5NO]∗mH2O, M−Co2+, Ni2+, Cu2+,
Zn2+, Mn2+, n = 1− 3, m = 1− 5 çãiäíî òåðìè÷íî¨ äåãiäðàòàöi¨ ìîæíî ðàçìi-
ñòèòè â òàêîìó ïîðßäêó Zn > Cu > Ni > Co > Mn.
Íàñòóïíîþ ñòàäi¹þ òåðìîëiçó ¹ ðîçêëàä êîìïëåêñíîãî êàòiîíó [M(En)n]2+ â
iíòåðâàëi òåìïåðàòóð 110 − 4400Ñ. Âîäíî÷àñ â öié æå îáëàñòi âèñîêèõ òåìïå-
ðàòóð ïðîõîäèòü ðàçêëàä êîìïëåêñíîãî àíiîíó ç âiäùåïëåííßì NO+ òà CN−
ãðóïè. Íà öüîìó åòàïi ìà¹ ìiñöå ÷àñòêîâèé âèõiä ìåòàëó êîìïëåêñîóòâîðþâà÷à
àíiîíó ó çîâíiøíþ ñôåðó ñïîëóê.. Äëß êîìïëåêñó [ÑuEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 3H2O
ðîçïàä êàòiîíó i ÷àñòêîâèé ðîçïàä àíiîíó ïðîõîäèòü ïðè 190 − 4400Ñ äëß
[ÑîEn3][Fe(CN)5NO]∗H2O  70−3600Ñ, [NiEn3][Fe(CN)5NO]∗5H2O  180−
− 4000Ñ, [MnEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 3H2O  110− 4500C, [ZnEn2][Fe(CN)5NO] ∗
2H2O  140 − 4200C. Òàêèì ÷èíîì, ðîçêëàä âêàçàíèõ êîìïëåêñiâ ìîæå áóòè
ïðåäñòàâëåíèé ñõåìàìè:
6[ÌEnn][Fe(CN)5NO] ∗mH2O → 6[MEnn][Fe(CN)5NO] + 6mH2O
6[MEnn][Fe(CN)5NO]→ 6nEn+ 6M [Fe(CN)5NO]
6M [Fe(CN)5NO]→ 6NO +M6Fe[Fe(CN)6]5
Íàñòóïíèì åòàïîì òåðìîëiçó ¹ âiäùåïëåííß öiàíó ç âiäíîâëåííßì Fe(III) äî
Fe(II). Ì6Fe[Fe(CN)6]5 → 3(CN)2 + 2Ì3Fe[Fe(CN)6]2.
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Äëß êîìïëåêñó [ÑuEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 3H2O öi ïðîöåñè ïðîõîäßòü ïðè
440 − 5300Ñ äëß [MnEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 3H2O  450 − 6000C, äëß êîì-
ïëåêñó [ÑîEn3][Fe(CN)5NO] ∗ H2O ñïîñòåðiãà¹òüñß ïðè 360 − 4700Ñ, à
[NiEn3][Fe(CN)5NO] ∗ 5H2O ïðè 400 − 4500Ñ. Äâà åíäîåôåêòè íà êðèâié
[ZnEn2][Fe(CN)5NO] ∗ 2H2O ñïîñòåðiãàþòüñß ïðè 420 − 5800C. Ó çâ'ßçêó ç
âiäíîâëåííßì êàòiîíiâ äî íèæ÷èõ ñòóïåíiâ îêèñíåííß âiäáóâà¹òüñß çìiöíåííß
öiàíiäíèõ êîìïëåêñiâ, ùî óòâîðþþòüñß ïðè ðîçêëàäi, öå ïðèâîäèòü äî çíà÷íîãî
çðîñòàííß êiíöåâî¨ òåìïåðàòóðè ðîçêëàäó êîìïëåêñiâ íà ïðîñòi ñïîëóêè. Çðîñ-
òàííß òåìïåðàòóðè ó âiäïîâiäíîñòi äî òåðìi÷íî¨ ñòiéêîñòi d-ìåòàëó êàòiîíó ìîæ-
íà ðîçìiñòèòè â òàêîìó ïîðßäêó Ñî(II) < Ni(II) < Zn(II) < Cu(II) < Mn(II).
Òàêå çìiöíåííß çóìîâëåíå òèì, ùî êàòiîíè â íèæ÷îìó ñòóïåíi îêèñíåííß ìàþòü
ìåíøó ïîëßðèçóþ÷ó äiþ, öå ìà¹ âåëèêå çíà÷åííß äëß çàêðiïëåííß íàâêîëî íèõ
iîíiâ CN− , ßêi ëåãêî äåôîðìóþòüñß. Ïðè ïîäàëüøîìó ïiäâèùåííi òåìïåðàòóðè
ïðîõîäèòü äèñîöiàöiß öüîãî ïîïåðåäíüî óòâîðåíîãî êîìïëåêñó çãiäíî ñõåìè
Ì6Fe[Fe(CN)6]5 → 3(CN)2 + 2Ì3Fe[Fe(CN)6]2
2Ì2Fe[Fe(CN)6]→ 6ÌCN + 6Fe(CN)2
6ÌCN → 6M + 6C + 3N2
6Fe(CN)2 → 2Fe3C + 10C + 6N2
Åêñïåðåìåíòàëüíî âèçíà÷åíà âòðàòà ìàñè çðàçêiâ íà îêðåìèõ ñòàäißõ òåð-
ìîëiçó äîáðå ñïiâïàäà¹ ç ðîçðàõîâàíîþ çãiäíî íàâåäåíèõ ñõåì, ùî ïiäòâåðäæó¹
¨õ ïðàâèëüíiñòü. Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàòè òåðìi÷íîãî ðîçêëàäó ñèíòåçîâàíèõ áiß-
äåðíèõ ñïîëóê ç äàíèìè òåðìîëiçó ïðîñòèõ âèõiäíèõ êîìïëåêñiâ ïîêàçó¹, ùî ïðî-
öåñ äåãiäðàòàöi¨ ñèíòåçîâàíèõ ñïîëóê ïðîòiêà¹ ïðè áiëüø íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ
íiæ âèõiäíi àììiííi êàòiîííi êîìïëåêñè [CoEn2ClBr]Cl ∗ 2H2O täåãiäð. = 75 −
− 1200Ñ [5], à äëß [ÑoEn3][Fe(CN)5NO] ∗ 5H2O täåãiäð. = 40− 700Ñ. Ïðè çàìiíi
ïðîñòèõ àíiîíiâ Cl−, Br− â àììiííèõ êîìïëåêñàõ íà ñêëàäíèé [Fe(CN)5NO]2−
ïiäòâåðäæó¹ , ùî ñêëàäíèé àíiîí óòâîðþ¹ ñëàáêî åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå, îñêiëü-
êè ìåíüøå ïiääà¹òüñß ïîëßðèçàöi¨, à öå ïîëåãøó¹ ïðîöåñ äåãiäðàòàöi¨.
Òåðìi÷íèé ðîçêëàä êîìïëåêñíèõ êàòiîíiâ áißäåðíèõ êîìïëåêñíèõ ïðîõîäèòü
â áiëüø íèçüêîìó òåìïåðàòóðíîìó èíòåðâàëi íiæ äëß âèõiäíèõ êàòiîííèõ êîì-
ïëåêñiâ. Òàê [ÑoEn3](NO3)3 tðîçêë. = 118 − 2600Ñ [6] éìîâiðíî öå ïîâ'ßçàíî
ç âïëèâîì êîìïëåêñíîãî àíiîíó [Fe(CN)5NO]2− íà ìiöíiñòü çâ'ßçêó N − H i
ïîñëàáëåííß M − N, M − Co2+, Ni2+, Cu2+, Zn2+, Mn2 ùî ïiäòâåðäæåíî
I×-ñïåêòðàëüíèìè äîñëiäæåííßìè [5].
[1] Îëèéíûê Ë.Ï.,Âðåöåíà Í.Á.,Ãîðèëåíêî Þ.Ê.,×åðíßê Á.È. Êî-
îðä.õèìèß.1997.Ò.23.4.Ñ.269.
[2] Âðåöåíà Í.Á., Îëèéíûê Ë.Ï., Áîðîâà Î.ß. Æóðíàë îáùåé õèìèè. 1999.Ò.69.Âûï.4.
[3] Îëiéíèê Ë.Ï., Âðåöåíà Í.Á. Óêð. õiì. æóðí.  2006.Ò.72. 10. ñ. 75-78.
[4] Îëèéíûê Ë.Ï., Âðåöåíà Í.Á., ×åðíßê Á.È. Êîîðä.õèìèß. 1999. Ò.25. 7.Ñ.513-515.
[5] Ñåðãååâà À.Í. Êîîðäèíàöèîííûå öèàíèäû ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ ñ îäíîðîäíûìè è
ñìåøàííûìè ëèãàíäàìè.  Ëüâîâ: Âûùà øêîëà, 1983.  76ñ.
[6] Êóêóøêèí Þ.Í.,Áóäàíîâà Â.Ô., Ñåäàíîâà Ã.Í. Òåðìè÷åñêèå ïðåâðàùåíèß êîîðäè-
íàöèîííûõ ñîåäèíåíèé â òâåðäîé ôàçå. Ë.: Èçä. ËÃÓ,1981.178ñ.
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ÓÄÊ 538.958, 535.37, 539.26
Îïòè÷íi âëàñòèâîñòi àðãiðîäèòó Ag 8SnSe6
Ñåìêiâ I. Â., àñïiðàíò êàô. ÇÔ
Çìiéîâñüêà Å.Î., ê.ô.-ì.í., iíæ. I. êàò. êàô. ÇÔ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ïîòðiéíi íàïiâïðîâiäíèêîâi õàëüêîãåíiäè ñðiáëà ¹ ïåðñïåêòèâíèìè ìàòåðiàëà-
ìè â ãàëóçi åíåðãîçáåðåæåííß, íåëiíiéíî¨ îïòèêè, åëåêòðîíiêè òà iîíiêè òâåðäî-
ãî òiëà. Çîêðåìà öå çóìîâëåíî íèçüêîòåìïåðàòóðíèì ôàçîâèì ïåðåõîäîì, âèñî-
êèì êîåôiöi¹íòîì îïòè÷íîãî ïîãëèíàííß òà çìiøàíîþ iîííî-åëåêòðîííîþ ïðî-
âiäíiñòþ äå iîííà ñêëàäîâà ïðîâiäíîñòi çóìîâëåíà iîíàìè ñðiáëà Ag+. Äî òàêèõ
ìàòåðiàëiâ íàëåæèòü i äîñëiäæóâàíèé íàìè àðãiðîäèò Ag8SnSe6. Äàíà ñïîëóêà
õàðàêòåðèçó¹òüñß îäíèì ôàçîâèì ïåðåõîäîì β ↔ γ, ùî âiäáóâà¹òüñß ïðè òåìïå-
ðàòóði 83,3 oÑ. Âiäîìî ùî Ag8SnSe6 ¹ ïðßìîçîííèì íàïiâïðîâiäíèêîì ç øèðèíîþ
çàáîðîíåíî¨ çîíè 0,83 åÂ.
Ñèíòåç ñïîëóêè ïðîâîäèâñß ó âàêóóìîâàíié êâàðöîâié àìïóëi ïîñòóïîâèì íà-
ãðiâàííßì äî 1050 Ê. Âìiñò àìïóëè ñêëàäàëè åëåìåíòàðíi Ag, Sn òà Se ó âiä-
ïîâiäíèõ ñòåõiîìåòðè÷íèõ ñïiââiäíîøåííßõ. Â ïðîöåñi íàãðiâàííß ïðîâîäèëèñß
òåìïåðàòóðíi âèòðèìêè äëß ïëàâëåííß ñåëåíó, óòâîðåííß áiíàðíèõ òà ïîòðiéíî¨
ñïîëóê (500, 550, 700 Ê âiäïîâiäíî). Ðåçóëüòàòè ðåíòãåíiâñüêî¨ äèôðàêòîìåòði¨
ïîêàçàëè, ùî óòâîðåíà ñïîëóêà Ag8SnSe6 ¹ îäíîôàçíîþ òà íå ìiñòèñü äîìiøîê
÷è çàëèøêiâ áiíàðíèõ ñïîëóê.
Äîñëiäæåííß îïòè÷íîãî ïîãëèíàííß ñèíòåçîâàíîãî àðãiðîäèòó Ag8SnSe6 ïðî-
âîäèëîñß â äiàïàçîíi äîâæèí õâèëü 900  1800 íì. Äëß âèçíà÷åííß øèðèíè çàáî-
ðîíåíî¨ çîíè àðãiðîäèòó ñïåêòð ïîãëèíàííß ïîáóäîâàíî â êîîðäèíàòàõ (αν)2/n
âiä hν. Îñêiëüêè, ñïîëóêà Ag8SnSe6 ¹ ïðßìîçîííèì íàïiâïðîâiäíèêîì, òîìó â
äàíîìó âèïàäêó âèêîðèñòàíî çíà÷åííß n = 1. Åêñòðàïîëßöi¹þ ïðßìîëiíiéíî¨ äi-
ëßíêè ñïåêòðó âèçíà÷åíî çíà÷åííß øèðèíè çàáîðîíåíî¨ çîíè, ùî ñòàíîâèòü 0,82
åÂ. Äîñëiäæåííß ñïåêòðó îïòè÷íîãî âiäáèâàííß àðãiðîäèòó íå ïîêàçàëî ÷iòêî
âèðàæåíîãî êðàþ ïîãëèíàííß. Ïðîòå ç ãðàôiêà ìîæíà îöiíèòè çíà÷åííß øèðè-
íè çàáîðîíåíî¨ çîíè, ùî çíàõîäèòüñß â äiàïàçîíi 0,81  0,87 åÂ.
Ïðè òåìïåðàòóðíèõ äîñëiäæåíü ñïåêòðiâ ôîòîëþìiíåñöåíöi¨ çðàçîê ïîìiùà-
ëè ó êðiîñòàò. Â ßêîñòi äæåðåëà çáóäæåííß âèêîðèñòîâóâàëè ëàçåð ïîòóæíiñòþ
256 ìÂ. Íà ñïåêòðàõ ôîòîëþìiíåñöåíöi¨ ñïîñòåðiãà¹òüñß îäèí àñèìåòðè÷íèé ïiê
ç ìàêñèìóìîì ëîêàëiçîâàíèì ïðè 0,85 åÂ. Ïðè çáiëüøåííi òåìïåðàòóðè ñïîñòåði-
ãà¹òüñß çìåíøåííß iíòåíñèâíîñòi äàíîãî ïiêó, òà ïîßâó äðóãîãî ç ìàêñèìóìîì
ïðè 0,74 åÂ.
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ÓÄÊ
About the wave resonances and the spatial organization
of the Solar system
SkulskyM.Yu., Phd., Department of Physics
Lviv Polytechnic National University
(12 Bandera street, Lviv, Ukraine, 79013)
Our interest in such research coincided with the discovery of extrasolar planet
systems. Several hundred studied exoplanets and tens their systems promoted a
research of scenarios of their dynamical evolution. The main scenarios of formation
of planetary systems are researched on the basis of the so-called Nice Model. The
principal conclusion is that there is no universal rule for the ordering of the planets
with scientiﬁcally proved physical mechanism. Neither the Titius-Bode law and
its modiﬁcations to the Solar system, or some regularities in the structure of the
exoplanet systems were not substantiated certain physical mechanism. At the same
time, for the Solar system were revealed principles the ordering of planets on the
basis the program of magnetic ﬁeld registration of the Sun as a star. Our study of
these principles oﬀers a wave algorithm of the ordering of planets in the Solar system
which we brieﬂy adduce in further exposition.
The spatial organization of the Solar planetary system can be described by two
interrelated kinematic algorithms of the single wave mechanism that is similar to the
phenomenon of standing waves with length λ/2 (here: λ = c ·P = 19.24 AU, c is the
speed of light and P = 160 min is a period of global oscillations of the Sun). The
ordering for outer planets and dwarf planets can be represented in such wave form a =
= nλ/2 or a = (2n+ 1)λ/4 (where a is a semi-major axis and n is a whole number).
In this manner their distances from the Sun are proportional to a quarter of the
wavelength or else to a half of the wavelength (Jupiter - λ/4, Saturn - λ/2, Uranium
- 2λ/2, Neptune - 3λ/2, Pluto - 4λ/2, Eris - 7λ/2). This algorithm also satisﬁes the
conditions of the location of the most major transneptunian objects including comet
families. The principle of the orbit ordering for inner planets can be expressed as
2pia = mλ′ with the step λ′ = (1/12)λ/2 and m = 3, 6, 8, 12 for orbit lengths from
Mercury to Mars that are the commensurable quantities with the length of standing
wave λ/2 and its harmonics. Therefore, the spatial organization of the Solar planetary
system could be formed in one physical process but in two interrelated kinematic
algorithms of the one wave mechanism. These results are quite accurate and can be
considered as empirical. It is important that the wave principles of structuring of the
planets do not support the idea of the formation of the Solar planetary system in the
form of power law including the law of Titius-Bode. Furthermore, it was revealed an
explicit and unusual resonance of proper oscillations of the Sun and planets. Their
global periods are virtually multiples to kP/2, where k = 1, 2, 3. Since λ = c ·P , this
result makes obvious signs of a quantization of the gravitational interaction of the
Sun as a star and planets and conﬁrms the length of the standing wave λsw = λ/2
as a factor in the structuring of planets in the Solar system. Wave and gravitational
resonances put questions about their origin in the Solar system. Such interconnected
ﬁndings should be considered as essential on the background of the current knowledge
about the laws of structuring planets in the Solar and exoplanet systems.
Keywords: Solar system, wave resonances.
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1International Institute for Applied Systems Analysis
(Schlossplatz, 1, Laxenburg, A-2361, Austria)
2 Lviv Polytechnic National University
(Bandery 12, Lviv, 79013, Ukraine)
3 Systems Research Institute of the Polish Academy of Sciences
(Newelska 6,Warsaw, 01-447, Poland)
Learning is diﬃcult to anticipate when it happen instantaneously, e.g. in the
context of innovations [2]. However, even if learning is anticipated to happen
continuously, it is diﬃcult to grasp, e.g. when it occurs outside well-deﬁned lab
conditions, because adequate monitoring had not been put in place.
Our study is retrospective. It focuses on the emissions of greenhouse gases (GHGs)
that had been reported by countries (Parties) under the Kyoto Protocol (KP) to the
United Nations Framework on Climate Change (UNFCCC). Discussions range widely
on (i) whether the KP is considered a failure [6] or a success [5] ; and (ii) whether
international climate policy should transit from a centralized model of governance
to a 'hybrid' decentralized approach that combines country-level mitigation pledges
with common principles for accounting and monitoring [1] .
Emissions of GHGs  in the following we refer to CO2 emissions from burning
fossil fuels at country level, particularly in the case of Austria  provide a perfect
means to study learning in a globally relevant context. We are not aware of a similar
data treasure of global relevance. Our mode of grasping learning is novel, i.e. it
may have been referred to in general but, to the best of our knowledge, had not
been quantiﬁed so far. (That is, we consider the KP a success story potentially and
advocate for the hybrid decentralized approach.)
Learning requires 'measuring' diﬀerences or deviations. Here we follow Marland
et al. [3] who discuss this issue in the context of emissions accounting:
'Many of the countries and organizations that make estimates of CO2 emissions
provide annual updates in which they add another year of data to the time series and
revise the estimates for earlier years. Revisions may reﬂect revised or more complete
energy data and ... more complete and detailed understanding of the emissions
processes and emissions coeﬃcients. In short, we expect revisions to reﬂect learning
and a convergence toward more complete and accurate estimates.'
The United Nations Framework Convention on Climate Change (UNFCCC)
requires exactly this to be done. Each year UNFCCC signatory countries are obliged
to provide an annual inventory of emissions (and removals) of speciﬁed GHGs from
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ﬁve sectors (energy; industrial processes and product use; agriculture; land use, land-
use change and forestry; and waste) and revisit the emissions (and removals) for all
previous years, back to the country speciﬁed base years (or periods). These data are
made available by means of a database [4].
The time series of revised emission estimates reﬂect learning, but they are
'contaminated' by (i) structural change (e.g., when a coal-power plant is substituted
by a gas-power plant); (ii) changes in consumption; and, rare but possible, (iii)
methodological changes in surveying emission related activities. De-trending time
series of revised emission estimates allows this contamination to be isolated by
country, for which we provide three approaches: (I) parametric approach employing
polynomial trend; (II) non-parametric approach employing smoothing splines; and
(III) approach in which the most recent estimate is used as trend. That is, after
de-trending for each year we are left with a set of revisions that reﬂect 'pure'
(uncontaminated) learning which, is expected to be independent of the year under
consideration (i.e., identical from year to year).
However, we are confronted with two non-negligible problems (P): (P.1) the
problem of small numbers  the remaining diﬀerences in emissions are small (before
and after de-trending); and (P.2) the problem of non-monotonic learning  our
knowledge of emission-generating activities and emission factors may not become
more accurate from revision to revision.
[1] Climate Policy Info Hub, 2015: International Climate Policy Architectures
- Top-Down and Bottom-Up. Available at: http://climatepolicyinfohub.eu/
international-climate-policy-architecturesClimate .
[2] Kusiak, A., 2015: Put innovation science at the heart of discovery. Nature, 530, 255, doi:
10.1038/530255a.
[3] Marland, G., K. Hamal and M. Jonas, 2009: How uncertain are estimates of CO2
emissions? J. Ind. Ecol., 13(1), 4-7, doi: 10.1111/j.1530-9290.2009.00108.x.
[4] National Inventory Report 2003-2016 under UNFCCC Treaty. Available at:
http://unfccc.int/national_reports/annex_i_ghg_inventories/national_
inventories_submissions/items/8812.php.
[5] Rockstrom, J., 2015: A perfect agreement in Paris is not essential. Nature, 527, 411, doi:
10.1038/527411a.
[6] Victor, D.G. and C.F. Kennel 2014: Ditch the 2C warming goal. Nature, 514, 30-31,
doi: 10.1038/514030a.
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ÓÄÊ 519.6
Çàñòîñóâàííß äåßêèõ ïiäõîäiâ îòðèìàííß äàíèõ äëß
iíâåíòàðèçàöi¨ ïàðíèêîâèõ ãàçiâ
ËþáiíñüêèéÁ. Á., ê.ò.í., ñò. âèêë. êàô.ÏÌ
ÃíàòiâË. Á., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
ÃëàäóíÂ. Ð., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ãëîáàëüíå ïîòåïëiííß  öå îäíà ç íàéàêòóàëüíiøèõ ïðîáëåì ëþäñòâà. Íà
ñüîãîäíi ëþäñòâî âèòðà÷à¹ çíà÷íi çóñèëëß íà ðîçðîáëåííß äi¹âèõ ìåõàíiçìiâ
çìåíøåííß åìiñié ïàðíèêîâèõ ãàçiâ òà íàëàãîäæåííß åôåêòèâíèõ ïðîöåäóð ií-
âåíòàðèçàöi¨ òàêèõ ãàçiâ. Ìåòîäè ïðîñòîðîâî¨ iíâåíòàðèçàöi¨ ïàðíèêîâèõ ãàçiâ
ïîâèííi áàçóâàòèñü íà âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëßõ, à òàêîæ ãåîiíôîð-
ìàöiéíèõ ñèñòåìàõ, ßêi âiäîáðàæàþòü ðåçóëüòàòè ïðîñòîðîâîãî ìîäåëþâàííß.
Ñüîãîäíi â ñâiòi íàêîïè÷èëèñü âåëèêi îá'¹ìè äàíèõ, ßêi çáåðiãàþòüñß â ¾ñèðîìó¿
âèãëßäi. Âåëèêi îá'¹ìè äàíèõ  öå ïåòàáàéòè, òåðàáàéòè iíôîðìàöi¨, ßêi ìiñòßòü
iíôîðìàöiþ, ùî ìîæíà âèêîðèñòàòè äëß ïðîâåäåííß ïðîñòîðîâîé iíâåíòàðèçàöi¨.
Ïiä ¾ñèðèìè¿ äàíèìè áóäåìî ðîçóìiòè  íåñòðóêòóðîâàíi äàíi, ßêi çáåðiãàþòü-
ñß íà ðiçíîìàíiòíèõ íîñißõ iíôîðìàöi¨ â ðiçíèõ ôîðìàòàõ äàíèõ. Äëß ïðèêëàäó,
öå ìîæóòü áóòè òåêñòîâi, âiäåî, àóäiî ôàéëè, â ßêèõ ìiñòßòüñß äàíi, ßêi ìîæíà
âèêîðèñòàòè äëß ïðîñòîðîâî¨ iíâåíòàðèçàöi¨. Âàæëèâèì åëåìåíòîì ïðîâåäåííß
ïðîñòîðîâî¨ iíâåíòàðèçàöi¨ ¹ ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ßêà çàëåæèòü âiä
áàãàòüîõ ïàðàìåòðiâ. Iíêîëè íà ïðàêòèöi âàæêî ðåàëiçóâàòè òàêó ìîäåëü ÷åðåç
íåäîñòàòíþ àáî âiäñóòíþ êiëüêiñòü äàíèõ äëß ïàðàìåòðiâ öi¹¨ ìîäåëi. Íà ñüî-
ãîäíiøíié äåíü òî÷íiñòü ïîáóäîâè òàêèõ ìîäåëåé çàëåæèòü âiä òèõ äàíèõ, ßêi ¹
äîñòóïíi. Â îñíîâíîìó òàêi äàíi áåðóòüñß iç ùîði÷íèõ çâiòiâ ñòàòèñòè÷íèõ óïðàâ-
ëiíü, à òàêîæ äîïîìiæíèõ òàáëèöü.
Íà äàíèé ÷àñ iñíó¹ äåêiëüêà ïiäõîäiâ, ßêi ìîæíà âèêîðèñòàòè äëß âèðiøåííß
ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ â iíâåíòàðèçàöi¨ ïàðíèêîâèõ ãàçiâ.
Ïåðøèé ïiäõiä áàçó¹òüñß íà âèêîðèñòàííi äàíèõ êîñìi÷íîãî çîíäóâàííß, ßêi
ìiñòßòü äàíi ÷àñòèíè çåìíî¨ ïîâåðõíi, çðîáëåíi â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó òà â ðiçíèõ
ïðîåêöißõ. Òàêi äàíi ¹ íàêîïè÷åíi â âåëèêèõ îá'¹ìàõ, ¹ ¾ñèðèìè¿ i âîíè ïiäëß-
ãàþòü ïîäàëüøîìó àíàëiçó ç âèêîðèñòàííßì BigData i ïàðàäèãìè Map Reduce.
Â îñíîâó äðóãîãî ïiäõîäó ïîêëàäåíî âèêîðèñòàííß ãîòîâèõ öèôðîâèõ ïðî-
äóêòiâ: ãëîáàëüíà êàðòà ëiñîâîãî ïîêðèâó òà çíèêíåííß ëiñiâ, êàðòà çåìåëüíîãî
ïîêðèâó ðîçäiëüíà çäàòíiñòü 30ì, êàðòè åìiñié âiä ïîæåæ, ãëîáàëüíi êàðòè îïà-
äiâ i òåìïåðàòóðè, ãëîáàëüíà êàðòà íàñåëåííß, êàðòà åìiñié âóãëåöþ  1êì,
êàðòè íàñåëåííß äëß Àçi¨, Àôðèêè, Ïiâäåííî¨ Àìåðèêè i ò.ä.
Òðåòié ïiäõiä áàçó¹òüñß íà âèêîðèñòàííiGoogleEarthEngine (GEE)  ïëàò-
ôîðìè, ßêà âèêîðèñòîâó¹ ðåñóðñè Google i ìiñòèòü âæå âåëèêó êiëüêiñòü iìïîð-
òîâàíèõ äàíèõ.
Ó ÷åòâåðòîìó ïiäõîäi çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé àëãîðèòì
îòðèìàííß äàíèõ: 1.Ïðîàíàëiçóâàòè âñi ðåñóðñè, ßêi ìîæóòü ìiñòèòè íåîáõiäíi
äàíi. 2. Ç âèêîðèñòàííßì ïiäõîäó BigData i ïàðàäèãìè Map Reduce îòðèìàòè
íåîáõiäíi äàíi äëß ïàðàìåòðiâ çàïðîïîíîâàíî¨ ìîäåëi.
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Çàïðîïîâàíi ïiäõîäè äàþòü ìîæëèâiñòü åôåêòèâíî àíàëiçóâàòè äàíi äëß ïîáó-
äîâè íåîáõiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîñòîðîâî¨ iíâåíòàðèçàöi¨ ïàðíèêîâèõ
ãàçiâ.
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ÓÄÊ 004.651
Âåá-îði¹íòîâàíà ñèñòåìà îáëiêó ìåòîäè÷íî¨ ðîáîòè
êàôåäðè
ÓõàíñüêàÎ.Ì., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÌ
ÑåíèêÀ.Ï., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÌ
ÏàáèðiâñüêèéÂ. Â., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÌ
ÏàòåðêîÎ. ß., ñòóä. êàô.ÏÌ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ó ñó÷àñíèõ óìîâàõ ðåôîðìóâàííß i äèâåðñèôiêàöi¨ ñèñòåìè âèùî¨ îñâiòè îñîá-
ëèâà ðîëü âiäâîäèòüñß ôîðìóâàííþ i ðîçâèòêó ìåòîäè÷íî¨ ðîáîòè. Âiä ¨¨ îð-
ãàíiçàöi¨, øèðîòè i äîñòóïíîñòi äëß êîæíîãî êåðiâíèêà, âèêëàäà÷à, ìåòîäèñòà â
çíà÷íié ìiði çàëåæèòü ðiâåíü öiëiñíîãî îñâiòíüîãî ïðîöåñó. Ó äißëüíîñòi êàôåä-
ðè íåìà¹ æîäíîãî ïèòàííß, íå ïîâ'ßçàíîãî ç ìåòîäè÷íîþ ðîáîòîþ, ç ìåòîäèêîþ
íàâ÷àííß. Öiëêîì ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííß, ùî êàôåäðà ¹ öåíòðîì ìåòîäè÷íî¨
ðîáîòè â íàâ÷àëüíîìó çàêëàäi. Ìåòîäè÷íà ðîáîòà ïîâèííà çàáåçïå÷èòè âiäïî-
âiäíiñòü çìiñòó, ôîðìè âèêëàäàííß i ñïðßìîâàíîñòi êîæíî¨ íàâ÷àëüíî¨ äèñöè-
ïëiíè âèìîãàì íàâ÷àëüíîãî ïëàíó. Òîìó ìåòîþ öüîãî íàïðßìêó ðîáîòè êàôåäðè
¹ âäîñêîíàëåííß âèêëàäàííß íàâ÷àëüíèõ ïðåäìåòiâ òà ïðîâåäåííß çàõîäiâ ùîäî
ïiäâèùåííß ïåäàãîãi÷íî¨ ìàéñòåðíîñòi âèêëàäà÷iâ. Ó çâ'ßçêó ç öèì ñòà¹ àêòóàëü-
íèì ñòâîðåííß ïðîãðàìíîãî ïðîäóêòó äëß îáëiêó òà àíàëiçó ìåòîäè÷íî¨ ðîáîòè
êàôåäðè. Ç ìåòîþ äîñòóïíîñòi iíôîðìàöi¨ âêàçàíèé ïðîãðàìíèé ïðîäóêò ïðîïî-
íó¹òüñß ßê âåá-îði¹íòîâàíèé ç ïîäàëüøèì ðîçìiùåííßì â ìåæàõ ñàéòó êàôåäðè
ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè çà àäðåñîþ: http://amath.lp.edu.ua.
Àíàëiç ìåòîäè÷íî¨ ðîáîòè âiäîáðàæà¹ ðåàëiçàöiþ çàâäàíü, ßêiñòü îñâiòè, ðiâåíü
âèêîíàííß ðîáî÷èõ ïðîãðàì, âåäåííß äîêóìåíòàöi¨, à òàêîæ ïåðåäáà÷à¹ äiàãíî-
ñòèêó i ìîíiòîðèíã ìåòîäè÷íî¨ ðîáîòè êàôåäðè çà ðiçíèé ïåðiîä ÷àñó, ïîðiâíßííß
äißëüíîñòi âèêëàäà÷iâ i ïiäãîòîâöi ðåêîìåíäàöié íà íàñòóïíi ÷àñîâi iíòåðâàëè ðî-
áîòè. Çàïðîïîíîâàíèé ïðîãðàìíèé ïðîäóêò â ïåðñïåêòèâi ïîâèíåí âèêîíóâàòè
çàõîäè ç óïðàâëiííß ìåòîäè÷íîþ ðîáîòîþ i çàáåçïå÷óâàòè ðåêîìåíäàöi¨ ç ïëàíó-
âàííß, ðåàëiçàöi¨ i êîíòðîëþ ðåçóëüòàòèâíîñòi ñòðàòåãi¨ âäîñêîíàëåííß íàâ÷àëü-
íîãî ïðîöåñó i éîãî ìåòîäè÷íîãî çàáåçïå÷åííß. Çîêðåìà ïðîãðàìà âêëþ÷à¹ òàêi
âèäè äißëüíîñòi, ßê:
1.îáëiê íàßâíèõ â ìåòîäè÷íîìó êàáiíåòi êàôåäðè ìåòîäè÷íèõ ðîçðîáîê ç ¨õ
ïðèâ'ßçêîþ äî íàçâè äèñöèïëiíè; íàçâè òà øèôðó ñïåöiàëüíîñòi; êóðñó; âèêëà-
äà÷iâ - àâòîðiâ; ëåêòîðiâ; íàâ÷àëüíèõ ãðóï; êiëüêîñòi ñòóäåíòiâ â ãðóïi òà â çà-
ãàëüíîìó íà ïîòîöi, êiëüêîñòi ïðèìiðíèêiâ; ÷àñó ïóáëiêàöi¨;
2.îáëiê íàßâíèõ ìåòîäè÷íèõ ðîçðîáîê â ìåæàõ âiðòóàëüíîãî íàâ÷àëüíîãî ñåðå-
äîâèùà ç ¨õ ïðèâ'ßçêîþ äî âèùåíàâåäåíèõ ïàðàìåòðiâ, à òàêîæ ÷àñó îñòàííüîãî
ðåäàãóâàííß, êiëüêîñòi çàðå¹ñòðîâàíèõ íà íàâ÷àëüíèé êîìïëåêñ ëåêòîðiâ òà ñòó-
äåíòiâ, àêòèâíîñòi ñòóäåíòiâ.
3.îáëiê íàßâíèõ ìåòîäè÷íèõ ðîçðîáîê â ìåæàõ ðîçäiëó "Åëåêòðîííà áiáëiîòå-
êà"ñàéòó êàôåäðè ç îêðåìîþ ¨õ ïðèâ'ßçêîþ äî: êiëüêîñòi âiäâiäóâàíü òà êiëüêî-
ñòi êîïiþâàíü.
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Îáëiê òà àíàëiç íàâåäåíî¨ iíôîðìàöi¨ äîçâîëß¹ ÷iòêî âèßâëßòè íåäîñòàòíiñòü
àáî íàâïàêè - äîñòàòíþ êiëüêiñòü íàïîâíåííß ìåòîäè÷íîþ ëiòåðàòóðîþ îêðåìèõ
ïðåäìåòiâ, êóðñiâ, ñïåöiàëüíîñòåé, à òàêîæ ïðîâîäèòè ïðîãíîçóâàííß òà ïëàíó-
âàííß ìåòîäè÷íî¨ ðîáîòè êàôåäðè â íàïðßìêó ïiäãîòîâêè íàâ÷àëüíèõ âèäàíü.
Â ñâîþ ÷åðãó ðåàëiçàöiß Âåá-îði¹íòîâàíîi ñèñòåìè îáëiêó ìåòîäè÷íî¨ ðîáîòè êà-
ôåäðè áóäå ñïðèßòè âäîñêîíàëåííþ âèêîíàííß îñíîâíîãî çàâäàííß êàôåäðè -
ïðîâåäåííß îñâiòíüî¨ äißëüíîñòi, à òàêîæ ïîëåãøèòü ¨¨ ìîíiòîðèíã òà ïëàíóâàí-
íß.
[1] 1. Anne Boehm, Zak Ruvalcaba HTML5 and CSS3, 3rd Edition. Mike Murach &
Associates, 2015.  688 p.
[2] 2. Êîòåðîâ Ä., Êîñòàðåâ À. PHP 5 â ïîäëèííèêå  2-å èçä., ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã, 2008. 
1104 ñ.
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ÓÄÊ 621.876
Îïòèìiçàöiß ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ðîáî÷î¨ çîíè
àâòîìàòèçîâàíèõ ëi÷èëüíèõ ïðèñòðî¨â
ÁåñïàëîâÀ.Ë., ñò.âèêë., êàô.ÊÍÃÃ
ÁîéêîÎ.Î., ê.ò.í., äîö. êàô.ÊÍÃÃ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Âiáðàöiéíi áóíêåðíi æèâèëüíèêè øèðîêî çàñòîñîâóþòüñß â àâòîìàòèçîâàíî-
ìó òåõíîëîãi÷íîìó îáëàäíàííi i ïðèçíà÷åíi, â îñíîâíîìó, äëß ïîøòó÷íî¨ âèäà÷i
âèðîáiâ ÷è çàãîòîâîê äî ¨õ ðîáî÷î¨ çîíè. Îêðiì òîãî, íà îñíîâi âiáðîæèâèëüíèêiâ
ñòâîðåíî öiëó íèçêó ëi÷èëüíèõ òà ôàñóâàëüíèõ àâòîìàòiâ.
Ðîáî÷à çîíà òàêèõ àâòîìàòiâ âêëþ÷à¹ ôîòîåëåêòðè÷íèé äàò÷èê, ßêèé ðîçòà-
øîâàíî íà êiíöi âèõiäíîãî ëîòêà ÷àøi âiáðîæèâèëüíèêà. Ïðè ïåðåòèíi ïðîìåíß
äàò÷èêà äåòàëëþ, ùî ðóõà¹òüñß ïî ëîòêó, âií ïîäà¹ iìïóëüñ äî ëi÷èëüíîãî ïðè-
ñòðîþ, ßêèé ôiêñó¹ êîæíó äåòàëü, ùî âèïàäà¹ ç ÷àøi âiáðîæèâèëüíèêà ó ïðèé-
ìàëüíó òàðó. Â öüîìó âèïàäêó ïðîìiíü äàò÷èêà ðîçòàøîâóþòü íàä ëîòêîì òàêèì
÷èíîì, ùîáè äåòàëü, ßêà ïðîõîäèòü ÷åðåç éîãî ðîáî÷ó çîíó, îáîâ'ßçêîâî ïåðåòè-
íàëà öåé ïðîìiíü. Òàêèé êëàñè÷íèé ñïîñiá ðîçòàøóâàííß ïðîìåíß äà¹ íàäiéíèé
ðåçóëüòàò ïðè âiäëiêó äåòàëåé, ùî çíà÷íî áiëüøi çà éîãî äiàìåòð. Ïðè àâòî-
ìàòèçàöi¨ âiäëiêó òîíêèõ äîâãèõ äåòàëåé (øïèëüêè, îñi, øòèði òîùî) êëàñè÷íå
ðîçòàøóâàííß ïðîìåíß äàò÷èêà ïðèçâîäèòü äî çíà÷íèõ ïîõèáîê ó ðåçóëüòàòàõ
âiäëiêó. Öi ïîõèáêè âèíèêàþòü çàâäßêè òîìó, ùî äåòàëü ïðè âiáðîòðàíñïîðòó-
âàííi ðóõà¹òüñß ç ïiäêèäàííßì, à ÷åðåç òå, ùî ¨¨ òîâùèíà ðiâíà àáî ìåíøà çà
äiàìåòð ïðîìåíß, âîíà ìîæå äåêiëüêà ðàçiâ ïåðåòíóòè öåé ïðîìiíü i, òàêèì ÷è-
íîì, ìîæå áóòè ïîðàõîâàíîþ äåêiëüêà ðàçiâ.
Äëß çáiëüøåííß òî÷íîñòi âiäëiêó òàêèõ äåòàëåé çàïðîïîíîâàíî íîâó ñõåìó
ðîáî÷î¨ çîíè ôîòîåëåêòðè÷íîãî äàò÷èêà (ðèñ. 1). Ôîòîåëåìåíò 3 äàò÷èêà ðîçòà-
Ðèñ. 1. Êîíñòðóêòèâíà ñõåìà ðîáî÷î¨ çîíè ôîòîåëåêòðè÷íîãî äàò÷èêà
øîâàíî âèùå äåòàëåé 2, ùî òðàíñïîðòóþòüñß ïî ëîòêó 1, à íà ïåâíié âiäñòàíi âiä
êiíöß ëîòêà ðîçìiùåíî ïíåâìàòè÷íå ñîïëî 5, ßêå ïîâiòðßíèì ñòðóìåíåì îáåðòà¹
äåòàëü 2 âiäíîñíî êiíöß ëîòêà äî ïîëîæåííß 6 i äîñèëà¹ ¨¨ äî ïðèéìàëüíîãî
ëîòêà 4. Çàâäßêè öüîìó êîæíà äåòàëü ïðè ïîâîðîòi òiëüêè îäèí ðàç ïåðåòèíà¹
ïðîìiíü äàò÷èêà, ùî äà¹ çìîãó óñóíóòè íåäîëiê êëàñè÷íî¨ ñõåìè i, òàêèì ÷èíîì,
çáiëüøèòè òî÷íiñòü âiäëiêó òîíêèõ äîâãèõ äåòàëåé.
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ÓÄÊ 004.92
Àâòîìàòèçîâàíà ñèñòåìà áåçøîâíîãî ñêëåþâàííß
çîáðàæåíü ç âèêîðèñòàííßì ðiçíèõ ìåòîäiâ
Áîëiëèé I. Î., ñòóäåíò ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè
ÑåðäþêÌ.., ê.ò.í., äîö. êàô.ÊÒ
Äíiïðîïåòðîâñêüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Îëåñß Ãîí÷àðà
(ïðîñï. Ãàãàðiíà, 72, ì.Äíiïðîïåòðîâñüê, 49010, Óêðà¨íà)
Çàäà÷à ñòâîðåííß öèôðîâèõ ïàíîðàìíèõ çîáðàæåíü øëßõîì ¾ñêëåþâàííß¿
äåêiëüêîõ âõiäíèõ çîáðàæåíü ¹ àêòóàëüíîþ ó ñüîãîäåííi. Ïàíîðàìíi çîáðàæåííß
âèêîðèñòîâóþòüñß ó áàãàòüîõ ñôåðàõ äißëüíîñòi. Ïðèêëàäàìè ìîæóòü ñëóæèòè
áóäü-ßêi äîñëiäæåííß, ßêi âèêîðèñòîâóþòü çíiìêè àáî çåìíî¨ ïîâåðõíi, àáî êîñ-
ìîñó, çðîáëåíi ñóïóòíèêàìè ç ïåâíèìè íåâåëèêèìè iíòåðâàëàìè ÷àñó. Íà âiäìiíó
âiä ðîçðiçíåíèõ ôîòîçíiìêiâ øèðîêi ïàíîðàìíi çîáðàæåííß äîçâîëßþòü áðàòè äî
óâàãè íàáàãàòî áiëüøå ôàêòîðiâ, íà îñíîâi ßêèõ ðîáëßòü âèñíîâêè ùîäî äîñëiä-
æóâàíèõ ßâèù. Iíøèìè ïðèêëàäàìè ¹ çàñòîñóâàííß ïàíîðàìíèõ çîáðàæåíü â
iíòåðàêòèâíèõ ìàïàõ, íà ðiçíîìàíiòíèõ ñàéòàõ äëß ðåàëiçàöi¨ âiðòóàëüíèõ òóðiâ
òà ií.
Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ñòâîðåííß àâòîìàòèçîâàíî¨ ñèñòåìè ñèíòåçó ïàíîðàì-
íîãî çîáðàæåííß íà îñíîâi äâîõ âõiäíèõ çîáðàæåíü ç âèêîðèñòàííßì äåêiëüêîõ
ìåòîäiâ ñêëåþâàííß òà îöiíêà çàñòîñîâíîñòi öèõ ìåòîäiâ äëß ðiçíèõ òèïiâ çîáðà-
æåíü.
Çàãàëüíèé àëãîðèòì ñòâîðåííß øèðîêèõ çîáðàæåíü ñêëàäà¹òüñß ç òðüîõ êðî-
êiâ. Íà ïåðøîìó ç íèõ âiäáóâà¹òüñß ïîøóê îñîáëèâèõ òî÷îê, ñòâîðåííß äåñêðèï-
òîðiâ òà ¨õ ïîðiâíßííß. Îñîáëèâi òî÷êè ìàþòü áóòè ëîêàëüíèìè, ìàêñèìàëüíî
òî÷íèìè òà ïîâòîðþâàíèìè. Òèïîâèì ïðèêëàäîì îñîáëèâî¨ òî÷êè ìîæå áóòè
ñâiòëà ïëßìà íà òåìíîìó òëi. Äåñêðèïòîðè îñîáëèâèõ òî÷îê ìàþòü áóòè, ïî-
ïåðøå, iíâàðiàíòíèìè, òîáòî äåñêðèïòîðè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ òî÷êè íà äâîõ ðiçíèõ
çîáðàæåííßõ ìàþòü áóòè ïðèáëèçíî îäíàêîâèìè. Ïî-äðóãå, äåñêðèïòîð îñîá-
ëèâî¨ òî÷êè ìà¹ áóòè óíiêàëüíèì, òîáòî ïîìiòíî âiäðiçíßòèñß âiä äåñêðèïòîðiâ
iíøèõ òî÷îê. Ïî-òðåò¹, äåñêðèïòîð ìà¹ áóòè ñòiéêèì äî çîáðàæåíü, ßêi çíà-
õîäßòüñß ïiä ðiçíèìè êóòàìè. Íà äðóãîìó êðîöi âiäáóâà¹òüñß ïîáóäîâà ïðîåê-
òèâíîãî ïåðåòâîðåííß äëß âèðiâíþâàííß çîáðàæåíü òà ¨õ ïåðåíîñó â çàãàëüíó
ïëîùèíó. Çàêëþ÷íèì êðîêîì ¹ çøèòòß âèðiâíßíèõ çîáðàæåíü. Ðåàëiçàöiß ïîøó-
êó îñîáëèâèõ òî÷îê â ñèñòåìi, ùî ïðîïîíó¹òüñß, çäiéñíþ¹òüñß ç âèêîðèñòàííßì
àëãîðèòìiâ SURF àáî SIFT (çà âèáîðîì êîðèñòóâà÷à).
Àëãîðèòì SIFT[1] ñïèðà¹òüñß íà ìåòîä ãiñòîãðàì. Íà ïåðøîìó êðîöi àëãîðèò-
ìó çäiéñíþ¹òüñß ïîáóäóâàííß ïiðàìiäè ãàóñiàíiâ (Gaussian) òà ðiçíèöü ãàóñiàíiâ,
âèçíà÷åííß â íèõ òî÷îê åêñòðåìóìiâ. Ãàóñiàí  öå çîáðàæåííß, ßêå ðîçìèòå ôiëü-
òðîì Ãàóñà. Ðiçíèöß ãàóñiàíiâ  çîáðàæåííß, îòðèìàíå ïîïiêñåëüíèì âiäíiìàííßì
çîáðàæåíü ç ðiçíèìè êîåôiöi¹íòàìè ðîçìèòòß. Íà íàñòóïíîìó êðîöi âiäáóâà¹òüñß
ëîêàëiçàöiß îñîáëèâèõ òî÷îê, ïðîâåäåííß äîñëiäæåííß îêîëiâ íà ïðåäìåò ìiñöå-
çíàõîäæåííß, ìàñøòàáó, êóòà ïîâîðîòó ãîëîâíèõ êðèâèõ, à òàêîæ âèçíà÷åííß
ïîòåíöiàëüíèõ êëþ÷îâèõ òî÷îê, ¨õ ðîçòàøóâàííß, âèäàëåííß ïñåâäîêëþ÷îâèõ
òî÷îê. Íà òðåòüîìó êðîöi âiäáóâà¹òüñß ñòâîðåííß äåñêðèïòîðà, ïîøóê îði¹íòà-
öi¨ îñîáëèâèõ òî÷îê òà îïèñ ëîêàëüíîãî îêîëó îñîáëèâî¨ òî÷êè. Äåñêðèïòîð SIFT
ßâëß¹ ñîáîþ ëîêàëüíó ãiñòîãðàìó íàïðßìêiâ ãðàäi¹íòiâ çîáðàæåííß.
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Àëãîðèòì SURF[2] âèçíà÷à¹ îñîáëèâi òî÷êè çîáðàæåííß, ñïèðàþ÷èñü íà ìàò-
ðèöþ Ãåññå. Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi Ãåññå äîñßãà¹ åêñòðåìóìà â òî÷êàõ ìàêñèìàëü-
íî¨ çìiíè ãðàäi¹íòà ßñêðàâîñòi. Òîìó ìåòîä çàñòîñîâó¹ ôiëüòð ç Ãàóñîâèì ßäðîì
äî ïiêñåëiâ çîáðàæåííß òà çíàõîäèòü òî÷êè, â ßêèõ äåòåðìiíàíò ìàòðèöi Ãåññå
íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííß. Äëß çíàéäåíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê âèçíà÷à¹òüñß
îði¹íòàöiß  ïåðåâàæíèé íàïðßìîê ïåðåïàäiâ ßñêðàâîñòi, äëß ÷îãî âèêîðèñòî-
âó¹òüñß ôiëüòð Õààðà. Íà îñíîâi îòðèìàíî¨ iíôîðìàöi¨ áóäóþòüñß äåñêðèïòîðè
îñîáëèâèõ òî÷îê. Äåñêðèïòîðè SURF óßâëßþòü ñîáîþ íàáið ç 64 àáî 128 ÷èñåë,
ùî âiäîáðàæàþòü ôëóêòóàöi¨ ãðàäi¹íòà íàâêîëî îñîáëèâî¨ òî÷êè.
Áàçîâà âiäìiííiñòü ìåòîäiâ ïîëßãà¹ ó ïðîöåäóði îïèñàííß îêîëó îñîáëèâî¨
òî÷êè: SIFT âèêîðèñòîâó¹ ãiñòîãðàìè çâàæåíèõ ãðàäi¹íòiâ, à SURF  âiäãóêè
âõiäíîãî çîáðàæåííß íà âåéâëåòè Õààðà.
Îïèñàíi ìåòîäè áóëè ðåàëiçîâàíi â ïðîãðàìíîìó äîäàòêó, ðîçðîáëåíîìó íà
ìîâi Ñ++ ç âèêîðèñòàííßì áiáëiîòåêè êîìï'þòåðíîãî çîðó OpenCV. Îêðiì âè-
ùåçàçíà÷åíèõ àëãîðèòìiâ, â ïðîãðàìi òàêîæ áóâ âèêîðèñòàíèé ìåòîä RANSAC
äëß âiäñiþâàííß óßâíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê òà áiáiëîòåêà FLANN äëß çiñòàâëåííß
òî÷îê. Çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìè áóëè ïðîòåñòîâàíi ðiçíi âèäè çîáðàæåíü. Òàê,
â ðåçóëüòàòi îáðîáêè òåñòîâîãî çîáðàæåííß ç øóìîì çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó
SIFT áóëî âèçíà÷åíî 10 îñîáëèâèõ, òî÷îê, çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó SURF  18.
Äëß çíåøóìëåíîãî çîáðàæåííß: SIFT  15 òî÷îê (1 ïñåâäîäiéñíà), SURF  8 òî-
÷îê. Ïîäiáíi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi äëß âñiõ ïðîòåñòîâàíèõ çîáðàæåíü. Îòæå,
òåñòóâàííß çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíîãî äîäàòêó ïîêàçàëî, ùî ìåòîä SURF êðàùå
ñïðàâëß¹òüñß ç ïîøóêîì îñîáëèâèõ òî÷îê íà çîáðàæåííßõ ç øóìîì òà ìà¹ áiëü-
øó øâèäêiñòü ðîáîòè. Ìåòîä SIFT êðàùå ïðàöþ¹ íà ðîçìèòèõ çîáðàæåííßõ. Íà
ßêiñíèõ çîáðàæåííßõ ìåòîä SIFT çíàõîäèòü áiëüøå îñîáëèâèõ òî÷îê, íiæ SURF,
àëå ðåçóëüòóþ÷å ïàíîðàìíå çîáðàæåííß ¹ îäíàêîâèì â îáîõ âèïàäêàõ. Â ìàé-
áóòíüîìó ïåðåäáà÷à¹òüñß ïîäàëüøå ðîçøèðåííß ñèñòåìè ç äîäàâàííßì íîâèõ
ìåòîäiâ òà ìîæëèâiñòþ íàëàøòóâàííß íà ðiçíi âèäè âõiäíèõ çîáðàæåíü.
[1] Lowe, D.G Object recognition from Local Scale-Invariant Features. International
Conference on Computer Vision, Corfu, Greece.  1999.  Vol.2, pp. 1150-1157.
[2] H. Bay, T. Tuytelaars, L. Van Gool SURF: Speeded Up Robust Features. Computer
VisionECCV 2006, 2006 pp. 404-417.
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Àëãîðèòì âiçóàëiçàöi¨ õâèëü íà ïîâåðõíi âîäè òà éîãî
ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiß
ÑîêîëÎ.Î., ñòóäåíòêà ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè
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Äíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Îëåñß Ãîí÷àðà
(ïð. Ãàãàðiíà, 72, ì.Äíiïðîïåòðîâñüê, 49010, Óêðà¨íà)
Çàäà÷à âiçóàëiçàöi¨ âîäíèõ ïîâåðõîíü, çîêðåìà ñòâîðåííß äèíàìi÷íèõ ïîâåð-
õîíü ç õâèëßìè ó ðåàëüíîìó ÷àñi, ¹ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ â ìîäåëþâàííi, àäæå
¨¨ ÷àñòî äîâîäèòüñß âèðiøóâàòè â ãàëóçßõ êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè, ó ïîñòîáðîá-
öi ôiëüìiâ, ïðè ïîáóäîâi ñèñòåì âiðòóàëüíî¨ ðåàëüíîñòi. Äëß îïèñó ïîâåäiíêè
ðiäêèõ ñåðåäîâèù âèêîðèñòîâóþòü äåêiëüêà ïiäõîäiâ. Îäèí ç íèõ âèêîðèñòîâó¹
òåîðåòè÷íi ìîäåëi ç ïðåäñòàâëåííßì ðåçóëüòàòiâ ó âèãëßäi êàðòè âèñîò. Iíøèé
áàçó¹òüñß íà ðîçâ'ßçàííi ðiâíßíü Íàâ'¹-Ñòîêñà. Ïðèêëàäîì òàêîãî ïiäõîäó ¹ ìå-
òîä ãiäðîäèíàìiêè çãëàäæåíèõ ÷àñòèíîê (SPF). Îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ áàãàòüîõ
ïiäõîäiâ ¹ âåëèêi îá÷èñëþâàëüíi çàòðàòè, ßêi óñêëàäíþþòü ¨õ âèêîðèñòàííß.
Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà àëãîðèòìó, ßêèé äîçâîëßâ áè âiäîáðàæàòè äè-
íàìi÷íi õâèëi íà ïîâåðõíi âîäè â ðåàëüíîìó ÷àñi ïðè íåâåëèêèõ íàâàíòàæåííßõ
íà ðåñóðñè êîìï'þòåðà, òà éîãî ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiß.
Àëãîðèòì, ùî ïðîïîíó¹òüñß, çàñíîâàíèé íà ðiâíßííi ðóõîìî¨ õâèëi, ßêà çà-
äà¹òüñß ãàðìîíi÷íèìè êîëèâàííßìè [1, ?]. Ïî÷àòêîâà ôîðìóëà äëß ïëîñêî¨ õâèëi
çàäà¹òüñß íîðìàëiçîâàíîþ ñèíóñî¨äîþ:
f(x) =
sin(x) + 1
2
Ùîá áóëà ìîæëèâiñòü ðåãóëþâàòè àìïëiòóäó òà êðóòiñòü õâèëü, ââîäèìî ó
ôîðìóëó âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè:
f(x, y, t) = A ∗
(
sin(S(x, y, t) + 1
2
)k
,
äå A - àìïëiòóäà õâèëi, k - ðiâåíü êðóòîñòi õâèëi, S(x, y, t) - ôóíêöiß, ùî çà
êîîðäèíàòàìè x, y òà ÷àñîì t âèçà÷à¹ ïîëîæåííß òî÷êè.
Îñêiëüêè íàì ïîòðiáíî ìîäåëþâàòè äâîâèìiðíi õâèëi, à íå ïëîñêi, íåîáõiäíî
îá÷èñëèòè ïðîåêöiþ çàäàíèõ êîîðäèíàò x òà y íà âåêòîð íàïðßìêó õâèëi øëßõîì
ñêàëßðíîãî äîáóòêó. Ïîìíîæèìî îòðèìàíèé äîáóòîê íà ÷àñòîòó, ùîá ¨¨ ìîæíà
áóëî ðåãóëþâàòè, òà äîäàìî ÷àñ, ïîìíîæåíèé íà ôàçîâó ñòàëó.
S = D(x, y) ∗ P (x, y) ∗ ν + t ∗ ϕ,
äå D(x, y) - âåêòîð íàïðßìêó õâèëi, P (x, y) - âåêòîð, ùî çàäà¹òüñß êîîðäèíàòàìè
âåðøèíè ñiòêè, ν - ÷àñòîòà õâèëi, t - ÷àñ, ϕ - ôàçîâà ñòàëà.
Äëß òîãî, ùîá ìîäåëü áóëà áiëüø ðåàëiñòè÷íîþ, íåîáõiäíî ïðîñóìóâàòè âè-
ñîòè äåêiëüêîõ õâèëü ç ðiçíèìè ïàðàìåòðàìè. Åêñïåðèìåíòàëüíèì øëßõîì áóëî
âñòàíîâëåíî, ùî ÷îòèðüîõ õâèëü ç ðiçíèìè ïàðàìåòðàìè äîñòàòíüî äëß îòðèìàí-
íß ïðèéíßòíî¨ ßêîñòi ìîäåëi ìîðñüêèõ õâèëü íà ãëèáèíi. Àëãîðèòì, ùî ïðîïî-
íó¹òüñß, ïåðåäáà÷à¹ âèêîíàííß òàêèõ êðîêiâ:
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1) ïîáóäîâà îá'¹êòiâ òèïó õâèëß, â ßêîìó çàäàþòüñß àìïëiòóäà êîëèâàíü,
äîâæèíà õâèëi, ¨¨ øâèäêiñòü, êðóòèçíà òà íàïðßì ðóõó;
2) ãåíåðàöiß ñiòêè âåðøèí çà çàäàíîþ êiëüêiñòþ õâèëü òà ¨õ ïàðàìåòðàìè;
3) îá÷èñëåííß íîðìàëåé âåðøèí ñiòêè;
4) ðåíäåðiíã îòðèìàíî¨ ìîäåëi çàñîáàìè ÎpenGl.
Íà îñíîâi îïèñàíîãî àëãîðèòìó áóëî ðîçðîáëåíî ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííß, ßêå
áóäó¹ äèíàìi÷íó ìîäåëü âîäíî¨ ïîâåðõíi ç äîâîëi ïëàâíèìè õâèëßìè, ùî âiä-
ïîâiäà¹ ïîâåäiíöi âîäè äàëåêî âiä áåðåãà. Ïðèêëàäè ìèòò¹âèõ çîáðàæåíü, ßêi
ãåíåðóþòüñß ïðîãðàìîþ, ïðåäñòàâëåíi íà ðèñ. 1
Ðèñ. 1. Ñiò÷àñòà òà êiíöåâà ìîäåëi
Òåñòóâàííß ïðîãðàìè äëß ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ïîêàçàëî, ùî äîñèòü
ðåàëiñòè÷íèé âèãëßä äèíàìi÷íî¨ ïîâåðõíi ç õâèëßìè ìîæíà îòðèìàòè ïðè k <
3, A > 1 òà ðîçìiðîì ñiòêè íå áiëüøå íiæ 250õ250 òî÷îê. Ïðîáëåìîþ ¹ òå, ùî
àëãîðèòì ìà¹ ñêëàäíiñòü O(n3), ùî ðîáèòü ðîáîòó àëãîðèòìó ïîâiëüíîþ íà äî-
ñòàòíüî âåëèêèõ îá'¹ìàõ äàíèõ. Äëß âèðiøåííß öi¹¨ ïðîáëåìè ïåðåäáà÷à¹òüñß
ââåñòè ðîçïàðàëåëþâàííß îá÷èñëåíü. Äëß íàäàííß ìîäåëi îêåàíñüêèõ àáî ìîðñü-
êèõ õâèëü áiëüøî¨ ðåàëiñòè÷íîñòi ïëàíó¹òüñß äîäàòè åëåìåíò âèïàäêîâîñòi (øóì
àáî äèíàìi÷íó çìiíó ïàðàìåòðiâ õâèëü).
[1] AdamLake (Intel) Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòè âîäû â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè íà
ïëàòôîðìàõ ñ ìíîãîßäåðíîé àðõèòåêòóðîé. 
2009 ã.  https://software.intel.com.
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ÓÄÊ 37.032.5
Òåõíîëîãi¨ ðîçðîáêè âiäåîóðîêiâ äëß òðàäèöiéíèõ òà
äèñòàíöiéíèõ íàâ÷àëüíèõ êóðñiâ
Ãëèíñüêèéß.Ì., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
ÐßæñüêàÂ. À., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÎÌÏ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ç ðîçâèòêîì íîâiòíiõ iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié ñòà¹ âñå ñêëàäíiøå ïiäòðè-
ìóâàòè iíòåðåñ ñòóäåíòiâ äî òðàäèöiéíèõ ìîäåëåé íàâ÷àííß. Òîìó àêòóàëüíîþ
¹ ïðîáëåìà çàëó÷åííß ñóá'¹êòiâ íàâ÷àííß äî íàâ÷àëüíî¨ äißëüíîñòi ç âèêîðè-
ñòàííßì åëåêòðîííèõ îñâiòíiõ ðåñóðñiâ (åëåêòðîííèõ íàâ÷àëüíèõ êîìïëåêñiâ),
ùî ðîçðîáëßþòüñß, çîêðåìà, íà ïëàòôîðìàõ edX ÷è Ìoodle, i ßêi ìîæóòü áóòè
âèêîðèñòàíi â òðàäèöiéíèõ ÷è õìàðíî îði¹íòîâàíèõ íàâ÷àëüíèõ ñåðåäîâèùàõ,
ßêi ó ñâîþ ÷åðãó ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëß ïiäòðèìêè òðàäèöiéíîãî (â ñåíñi
ñòàöiîíàðíîãî) ÷è äèñòàíöiéíîãî íà÷àííß ÷è ðiçíîâèäó îñòàíüîãî  ìîáiëüíî-
ãî íàâ÷àííß. Êîìïîíåíòàìè äèñòàíöiéíîãî åëåêòðîííîãî âiäåîêóðñó ¹ òåêñòîâî-
ãðàôi÷íi i âiäåîìàòåðiàëè, âäàëèé ïiäáið i êîìïîçèöiß ßêèõ ìîæóòü çàáåçïå÷èòè
âèñîêó ìîòèâàöiþ äî íàâ÷àííß.
Îïèøåìî âëàñíèé äîñâiä ùîäî ñòâîðåííß i çàñòîñóâàííß âiäåîëåêöié ó ðàì-
êàõ íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè ¾Iíôîðìàòèêà¿ äëß ñòóäåíòiâ åêîíîìi÷íèõ íàïðßìiâ
ïiäãîòîâêè ÍÓ ¾Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà¿. Öåé äîñâiä ìîæå áóòè êîðèñíèé äëß
àâòîðiâ äèñòàíöiéíèõ êóðñiâ ç ðiçíèõ äèñöèïëií.
Ôàêòîðîì óñïiõó âiäåîêóðñó ¹ âäàëèé ïiäáið âiäåîêîíòåíòó i âäàëà éîãî ðåàëi-
çàöiß. Ìè çîñåðåäèëè ñâîþ óâàãó íà äîñëiäæåííi iñíóþ÷èõ i ñòâîðåííi âëàñíèõ
âiäåîðåñóðñiâ, ßê òàêî¨ êîìïîíåíòè íàâ÷àëüíèõ êóðñiâ, ùî çäàòíà ìîòèâóâàòè i
àêòèâiçóâàòè ïiçíàâàëüíó äißëüíiñòü ñóá'¹êòiâ íàâ÷àííß.
Êîðèñíèì iíñòðóìåíòîì, ßêèé ìîæíà åôåêòèâíî çàñòîñóâàòè äëß îðãàíiçà-
öi¨ ñòàöiîíàðíîãî, äèñòàíöiéíîãî, à òàêîæ ìîáiëüíîãî íàâ÷àííß, ¹ âiäåîñåðâiñ
YouTube. Îäíàê òóò âèíèêàþòü ïåâíi îáìåæåííß i çàñòåðåæåííß. Ïðîâåäåíèé
àíàëiç ïîêàçàâ, ùî ïåðåâàæíà ÷àñòèíà âiäåîêîíòåíòó â YouTube ¹ àáî àíãëî-
ìîâíîþ, àáî ðîñiéñüêîìîâíîþ, à òàêîæ ÷àñòî çàñòàðiëîþ. Âiäñîòîê êîðèñíèõ
âiäåîóðîêiâ çà íàøèìè äîñëiäæåííßìè ¹ íåâåëèêèé.
Ìè çðîáèëè ñïðîáó ñòâîðèòè âëàñíi âiäåîðåñóðñè i ïåðåêîíàëèñß, ùî ¨õ âïðî-
âàäæåííß ó íàâ÷àëüíèé ïðîöåñ âåäå äî îòðèìàííß çíà÷íîãî ïåäàãîãi÷íîãî åôåê-
òó. Ïiñëß åêñïåðèìåíòiâ ç ðiçíèìè òåìàìè iíôîðìàòèêè ìè çóïèíèëèñß íà òåìi
¾Îñíîâè àëãîðèòìiçàöi¨ òà ïðîãðàìóâàííß ìîâîþ VBA¿ ßê ñêëàäîâî¨ ÷àñòèíè
íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîãî êîìïëåêñó ç âiäïîâäíî¨ äèñöèïëiíè, ùî ÷èòà¹òüñß äëß
ñòóäåíòiâ åêîíîìi÷íèõ íàïðßìiâ ïiäãîòîâêè â ÍÓ ¾Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà¿. Ðîç-
ðîáëåíi âiäåîôiëüìè ìè ðîçòàøóâàëè ó âiäåîñåðâiñi YouTube íà êàíàëi hlynsky1.
Çà ïðèçíà÷åííßì öi âiäåîôiëüìè ¹ êîìïîíåíòàìè àóäèòîðíèõ âiäåîëåêöié äëß
ñòóäåíòiâ, à òàêîæ ìîæóòü ñëóãóâàòè êîìïîíåíòàìè äèñòàíöiéíîãî âiäåîêóðñó.
Íàøi âiäåîìàòåðiàëè çà îáìåæåíèé ïðîìiæîê ÷àñó (îði¹íòîâíî äî 10 õâèëèí)
ðîçêðèâàþòü òåìè, ßêi òðàäèöiéíèìè çàñîáàìè ëåêòîð ðîçêðèòè íå ìîæå ÷åðåç
íåäîñòàòíþ êiëüêiñòü àóäèòîðíîãî ÷àñó i ñïåöèôiêó ìàòåðiàëó. Çàóâàæèìî, ùî â
iíòåðíåòi çà òàêèìè âiäåîìàòåðiàëàìè çàêðiïèëàñß íàçâà âiäåîóðîêiâ, à çà ñóêóï-
íiñòþ âiäåîóðîêiâ, ßêi îõîïëþòü ðîçäië íàâ÷àëüíîãî êóðñó ÷è âåñü êóðñ, íàçâà
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 âiäåîêóðñ. Ó íàøîìó âèïàäêó ìè íå ïðåòåíäó¹ìî íà âiäåîêóðñ, îñêiëüêè âñi
òåìè íàâ÷àííß íå îõîïëåíi, àëå ñòâîðåíi âiäåîðåñóðñè i ïðîâåäåíi âiäåîëåêöi¨ äà-
ëè çìîãó àâòîìàòèçóâàòè ïðîöåñ íàâ÷àííß øëßõîì ïåðåðîçïîäiëó íàâ÷àëüíîãî
÷àñó íà êîðèñòü ïîçààóäèòîðíî¨ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ. Âiäåîëåêöi¹þ ìè
íàçèâà¹ìî òðàäèöiéíó àóäèòîðíó ëåêöiþ, ïîáóäîâàíó íà ñóòò¹âîìó âèêîðèñòàí-
íi âiäåîìàòåðiàëiâ. Îñêiëüêè òåìàòèêà âiäåîëåêöié ïîâ'ßçàíà ç ïðàãìàòè÷íèìè
ïèòàííßìè ðîáîòè â ïðîãðàìíèõ ñåðåäîâèùàõ, âäàëîñß âèâiëüíèòè àóäèòîðíèé
÷àñ íà êîðèñòü âèñâiòëåííß òåîðåòè÷íèõ ïèòàíü ìîäåëþâàííß, àëãîðèòìiçàöi¨ òà
ïðîãðàìóâàííß, ùî íàöiëåíî íà ïiäâèùåííß ðiâíß ôóíäàìåíòàëiçàöi¨ íàâ÷àííß,
ùî ¹ àêòóàëüíèì ïèòàííßì. Ñòóäåíòàì ðåêîìåíäó¹òüñß ïåðåãëßäàòè âiäåîìà-
òåðiàëè áàãàòîðàçîâî âäîìà ÷è ïiä ÷àñ ëàáîðàòîðíèõ çàíßòü äîòè, äîêè âîíè íå
îñâîßòü îñíîâíèõ ïðèíöèïiâ ñòâîðåííß VBA-ïðîåêòiâ i íàâ÷àòüñß ñòâîðþâàòè
âëàñíi ïðîåêòè ñàìîñòiéíî.
Ðåêîìåíäó¹ìî ïåðåãëßíóòè ßê çðàçîê âiäåîóðîê "Ìié äðóãèé VBA-
ïðîåêò"(âiäåîôàéë 2.mp4) https://www.youtube.com/watch?v=7cFmSRSfd5o íà
êàíàëi ßðîñëàâ Ãëèíñüêèé (iíøi óðîêè ðîçòàøîâàíi íà êàíàëi hlynsky1).
Ðîçãëßíåìî ñó÷àñíi òåõíîëîãi¨, ïðèçíà÷åíi äëß ñòâîðåííß âiäåîðåñóðñiâ.
Camtasia Studio (camtasia-studio.ru.softonic.com)  îäíà ç êðàùèõ ïðîãðàì äëß
ñòâîðåííß âiäåîóðîêiâ òà ñêðiíøîòiâ. Ïðîãðàìà ìà¹ çðîçóìiëèé i äîñòóïíèé ií-
òåðôåéñ. Äëß êîìôîðòíî¨ ðîáîòè âîíà ïîòðåáó¹ 2 Ãá îïåðàòèâíî¨ ïàì'ßòi. Çà
äîïîìîãîþ öi¹¨ ïðîãðàìè ìîæíà ñòâîðþâàòè âiäåîìàòåðiàëè ïðîôåñiéíî¨ ßêîñòi.
Âàðòiñòü ïðîãðàìè 299 USD. Camtasia Studio ìiñòèòü òàêi ñêëàäîâi: Camtasia
Theater, Camtasia MenuMaker, Camtasia Player i Camtasia Recorder, Camtasia
Audio Editor. Çàïèñàíå âiäåî ìîæíà çáåðåãòè â òàêèõ ôîðìàòàõ: AVI, SWF,
FLV, MOV, WMV, GIF. Ìîæíà âiäðàçó åêñïîðòóâàòè âiäåîóðîêè â YouTube,
çàïèñóâàòè íà CD, DVD, ñòâîðþâàòè âiäåî äëß iPhone, iPad, iPod. Çà íàøèìè
ñïîñòåðåæåííßìè íàéêðàùà ßêiñòü âiäåî çàáåçïå÷ó¹òüñß ó ôîðìàòi SWF. Äëß
êîäóâàííß âiäåî ó ïðîãðàìi Camtasia Studio âèêîðèñòîâó¹òüñß êîäåê TechSmith
Screen Capture Codec (TSCC), ßêèé i çàáåçï÷ó¹ âèñîêó ßêiñòü. Camtasia Studio
ìà¹ âáóäîâàíèé ïîòóæíèé âiäåîðåäàêòîð ç ôóíêöißìè, ßêèõ íåìà¹ â iíøèõ ñïå-
öiàëiçîâàíèõ ïðîãðàìàõ. Íà íàøó äóìêó Camtasia Studio íàéêðàùå ïiäõîäèòü
äëß ðîçðîáêè ßêiñíîãî âiäåîêîíòåíòó äëß äèñòàíöiéíèõ êóðñiâ. Ñàìå 30-äåííà
áåçêîøòîâíà (trial) âåðñiß öi¹¨ ïðîãðàìè çàñòîñîâóâàëàñü äëß ñòâîðåííß âiäåî
äëß êàíàëó hlynsky1. Äëß çàáåçïå÷åííß áàëàíñó ìiæ ßêiñòþ i îáñßãîì ôàéëó ìè
îáìåæèëèñß ôîðìàòîì MP4.
Íà îñíîâi íàøîãî äîñâiäó ñôîðìóëþ¹ìî âèìîãè äî ñòâîðþâàííß âiäåîóðîêiâ,
ßêi âàðòî âðàõîâóâàòè ïiä ÷àñ ðîçðîáêè äèñòàíöiéíèõ âiäåîêóðñiâ ç ðiçíèõ äèñ-
öèïëií:
 ëàêîíi÷íiñòü ïîäàííß ìàòåðiàëó;
 çâóêîâà ÷iòêiñòü i åìîöiéíà äèíàìiêà ïîäàííß;
 âèñîêà âiäåîßêiñòü(HD);
 ìiíiìàëüíà òðèâàëiñòü (îïòèìàëüíî 10-15 õâ);
 ìàêñèìàëüíà ßêiñòü êîíòåíòó;
 ïîâíîòà ïîäàííß âiäîìîñòåé, ãîëîâíî, ïðàãìàòè÷íèõ, ùî âèâiëüíß¹ îáìåæå-
íèé àóäèòîðíèé ÷àñ äëß ðîçãëßäó òåîðåòè÷íèõ (ôóíäàìåíòàëüíèõ) îñíîâ
íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè.
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Ðåçóëüòàòè ïåäàãîãi÷íèõ äîñëiäæåíü ïîêàçàëè, ùî ïî¹äíàííß òðàäèöiéíèõ
ôîðì íàâ÷àííß ç íîâèìè ìîáiëüíèìè ôîðìàìè çàáåçïå÷èëî äîñßãíåííß öiëåé
íàâ÷àííß ó ïåðåâàæíî¨ êiëüêîñòi ñòóäåíòiâ (ó ñåðåäíüîìó 70
Êîìï'þòåðíi âiäåîôiëüìè, ßê i êëàñè÷íi íàâ÷àëüíi ôiëüìè ç ðiçíèõ ïðåäìåòiâ,
ßêi ïîêàçóâàëè â êiíîçàëàõ ó íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ 40-50 ðîêiâ òîìó, ¹ åôåê-
òèâíîþ ôîðìîþ äåìîíñòðàöiéíîãî íà÷àííß i âàæëèâèì åëåìåíòîì íàïîâíåííß
ñó÷àñíîãî åëåêòðîííîãî íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîãî êîìïëåêñòó ÷è ñó÷àñíîãî âiäåî-
êóðñó, ïðèçíà÷åíîãî äëß äèñòàíöiéíîãî íàâ÷àííß.
Çà äîïîìîãîþ ñó÷àñíèõ àïàðàòíèõ çàñîáiâ (çîêðåìà, ç âèêîðèñòàííßì âiäåî-
ïðîåêòîðà) íàâ÷àííß ç çàñòîñóâàííßì âiäåîôiëüìiâ ìîæå çäiéñíþâàòèñß ßê ó
ñòàöiîíàðíîìó, òàê i, ùî îñîáëèâî âàæëèâî, ó äèñòàíöiéíîìó i ìîáiëüíîìó ðå-
æèìàõ. Áåçñóìíiâíîþ ïåðåâàãîþ òàêîãî íàâ÷àííß ¹ ìîæëèâiñòü ïîâòîðíîãî ïå-
ðåãëßäó âiäåîôiëüìiâ ßê â ãåîãðàôi÷íî iíøié òî÷öi, òàê i â çðó÷íèé ÷àñ, ùî
çàáåçïå÷ó¹ ìîáiëüíiñòü íàâ÷àííß â ÷àñi òà â ïðîñòîði.
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ÓÄÊ 517.9
Äîñëiäæåííß çáiæíîñòi ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
ÄðîãîìèðåöüêàÕ. Ò., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
Êëàï÷óêÌ. I., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÂÌ
Ïîíåäiëîê Ã. Â., ê.ô.-ì.í., äîö. êàô.ÏÔ
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
Ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi îòðèìàëè øèðîêå çàñòîñóâàííß íå ëèøå â ìàòåìà-
òèöi, îñîáëèâî â ÷èñåëüíèõ ìåòîäàõ ðîçâ'ßçêó ðiâíßíü òà â òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñè-
ñòåì, àëå i â áiîëîãi¨, ìåäèöèíi, ñîöiàëüíèõ íàóêàõ òîùî [1,2]. Çäåáiëüøîãî ìåòîäè
äîñëiäæåííß ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé âèêëàäàþòü ó ñïåöiàëüíèõ äèñöèïëi-
íàõ äëß ñòóäåíòiâ ñòàðøèõ êóðñiâ. Çîêðåìà ïðî ìiñöå, ðîëü òà ìåòîäèêó âèêëà-
äàííß ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü äëß ñòóäåíòiâ ìàòåìàòè÷íèõ òà ïðèêëàäíèõ
ñïåöiàëüíîñòåé éøëîñß â [2]. Àëå i ïðè âèâ÷åííi áàçîâîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó ìîæíà äîñëiäæóâàòè çáiæíiñòü ÷è ðîçáiæíiñòü ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííß äëß ïåðåâiðêè ìîíîòîí-
íîñòi ïîñëiäîâíîñòåé òà çàäiþþ÷è ãðàôi÷íi ìåòîäè ¨õ àíàëiçó. Îäíèì iç òàêèõ
ìåòîäiâ ¹ ìåòîä ïàâóòèííèõ äiàãðàì (cobweb diagrams), ßêèé äà¹ çìîãó âiçóàëi-
çóâàòè ïîâåäiíêó ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà äîñëiäèòè ¨¨ çáiæíiñòü [3,4].
Ðîçãëßíåìî ðåêóðåíòíó ïîñëiäîâíiñòü âèãëßäó{
x1 = p ,
xn+1 = f(xn) ,
n > 1, (1)
äå p  ïî÷àòêîâå çíà÷åííß.
Äëß ãðàôi÷íîãî àíàëiçó ïîñëiäîâíîñòi â îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò áóäóþòü
ãðàôiê ôóíêöi¨ y = f(x), ßêà ïîðîäæó¹ öþ ïîñëiäîâíiñòü, òà ïðßìó y = x (äèâ.
ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Ãðàôi÷íèé ìåòîä àíàëiçó çáiæíîñòi ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi øëßõîì ïîáó-
äîâè ïàâóòèííî¨ äiàãðàìè.
Ñòàðòóþ÷è ç òî÷êè (x1;x1) i ðóõàþ÷èñü ïî÷åðãîâî âçäîâæ ãîðèçîíòàëüíèõ i
âåðòèêàëüíèõ ëiíié ìiæ òî÷êàìè ¨õ ïåðåòèíó ç ãðàôiêàìè ïîáóäîâàíèõ ôóíêöié,
îòðèìóþòü ïîñëiäîâíî çíà÷åííß ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {xn}. Âiçóàëüíèé ßêiñíèé
àíàëiç äiàãðàìè äîçâîëß¹ âèñóíóòè ãiïîòåçó ïðî ïîâåäiíêó ðåêóðåíòíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi. Çîêðåìà ïîñëiäîâíiñòü {xn} ìîæå ìîíîòîííî çáiãàòèñß äî ñêií÷åííî¨
ãðàíèöi a (äèâ. ðèñ. 1 ëiâîðó÷), âèßâëßòè îñöèëßöi¨ (äèâ. ðèñ. 1 ïðàâîðó÷) àáî
ïðßìóâàòè äî +∞ ÷è −∞.
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Âàæëèâèì åòàïîì òàêèõ äîñëiäæåíü ¹ âñòàíîâëåííß ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâ-
íîñòi, ßêó ïðîâîäßòü íà ïiäñòàâi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
Òåîðåìà 1. Íåõàé çàäàíî âiäêðèòèé iíòåðâàë I = (a; b), äå −∞ 6 a < b 6 +∞
òà ôóíêöiþ f , âèçíà÷åíó i íåïåðåðâíó íà öüîìó iíòåðâàëi, ïðè÷îìó f(I) ⊂ I òà
f(x) 6= x ïðè äîâiëüíîìó x ∈ I.
Òîäi:
 ßêùî f(x) < x ïðè x ∈ I, òî ïîñëiäîâíiñòü {xn} âèäó (1), ßêà ïîðîäæåíà
öi¹þ ôóíêöi¹þ, ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ, à ¨¨ ãðàíèöß äîðiâíþ¹ lim
n→∞xn = a (äèâ.
ðèñ. 2 ëiâîðó÷);
 ßêùî f(x) > x ïðè x ∈ I, òî ïîñëiäîâíiñòü {xn} ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, à
¨¨ ãðàíèöß äîðiâíþ¹ lim
n→∞xn = b (äèâ. ðèñ. 2 ïðàâîðó÷).
x
2 x2
x
1
x
1
Ðèñ. 2. Ìîíîòîííi ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi
Íà ïiäñòàâi öüîãî òâåðäæåííß ìîæíà çàïðîïîíóâàòè íàñòóïíèé àëãîðèòì
äîñëiäæåííß çáiæíîñòi ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (1).
1. Ðîçâ'ßçóþòü ðiâíßííß f(x) = x òà çíàõîäßòü íåðóõîìi òî÷êè. Ñëiä çàçíà-
÷èòè, ùî çàäà÷ó çíàõîäæåííß íåðóõîìèõ òî÷îê ðîçâ'ßçóþòü àëãåáðà¨÷íèìè, ÷è-
ñåëüíèìè ìåòîäàìè, à òàêîæ ãåîìåòðè÷íî, çàñòîñîâóþ÷è ïàêåòè ìàòåìàòè÷íèõ
ïðîãðàì [4].
2. ßêùî x1 ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ, òî ïîñëiäîâíiñòü ¹ ñòàëîþ, àäæå x2 = f(x1) =
= x1, . . ., xn = f(xn−1) = xn−1.
3. ßêùî x1 íå ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ, òî âèçíà÷àþòü iíòåðâàë (a; b) ç êiíößìè
ó íåðóõîìèõ òî÷êàõ ÷è ±∞, ßêîìó íàëåæèòü òî÷êà x1.
4. Çíàõîäßòü iíòåðâàë (α;β), íà ßêèé ôóíêöiß f(x) âiäîáðàæà¹ iíòåðâàë (a; b)
f : (a; b)→ (α;β).
ßêùî a i b  ñêií÷åííi ÷èñëà i ôóíêöiþ f(x) ìîæíà íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè
íà âiäðiçîê [a; b], òî α i β øóêàþòü ñåðåä çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(x) â êðèòè÷íèõ
òî÷êàõ ç öüîãî âiäðiçêà òà çíà÷åíü ôóíêöi¨ ó êiíößõ âiäðiçêà. Ó iíøîìó âèïàäêó
çiñòàâëßþòü çíà÷åííß ôóíêöi¨ â êðèòè÷íèõ òî÷êàõ ç iíòåðâàëó (a; b) òà ãðàíèöi
lim
x→a+0
f(x) òà lim
x→b−0
f(x). Òîäi α ¹ íàéìåíøèì iç çíàéäåíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(x),
à β  íàéáiëüøèì ç íèõ.
5. Ïåðåâiðßþòü ÷è (α;β) ⊆ (a; b), òîáòî ÷è ôóíêöiß f(x) âiäîáðàæà¹ iíòåðâàë
(a; b) íà ñàìîãî ñåáå àáî íà éîãî ÷àñòèíó (ãðàôi÷íî öå îçíà÷à¹, ùî ïðè a < x < b
ãðàôiê ôóíêöi¨ íå âèõîäèòü çà ìåæi çàøòðèõîâàíîãî íà ðèñ. 2 êâàäðàòà).
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6. ßêùî óìîâè ï. 1  ï. 5 âèêîíóþòüñß, òî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííà i ¨¨ çíà÷åí-
íß ïåðåáóâàþòü íà ïðîìiæêó (a; b). Äëß âèßâëåííß òîãî, çðîñòàþ÷îþ ÷è ñïàäíîþ
âîíà ¹, äîñòàòíüî àáî ïîðiâíßòè x1 òà x2, àáî âèêîðèñòàòè îïóêëiñòü ÷è âãíóòiñòü
ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæêó (a; b). Çîêðåìà, ßêùî x1 < x2, òî ïîñëiäîâíiñòü ìîíî-
òîííî çðîñòàþ÷à i lim
n→∞xn = b; ßêùî x1 > x2, òî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííî ñïàäíà
i ¨¨ ãðàíèöß lim
n→∞xn = a.
7. ßêùî óìîâè ï. 4  ï. 5 íå âèêîíóþòüñß, òîäi:
 ßêùî x1 < x2 < b, òî ïåðåâiðßþòü, ÷è ôóíêöiß f(x) âiäîáðàæà¹ iíòåðâàë
(x1; b) íà ñàìîãî ñåáå;
 ßêùî a < x2 < x1, òî ïåðåâiðßþòü, ÷è ôóíêöiß f(x) âiäîáðàæà¹ iíòåðâàë
(a;x1) íà ñåáå.
ßêùî òàêå âiäîáðàæåííß ìà¹ ìiñöå, òî, ßê i ó ï. 6, ðîáëßòü âèñíîâêè ïðî
ìîíîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòi òà ¨¨ ãðàíèöþ.
8. ßêùî âiäîáðàæåííß âiäïîâiäíîãî iíòåðâàëà ç ï. 7 íà ñàìîãî ñåáå íå âiäáó-
âà¹òüñß, òî øóêàþòü íàñòóïíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi i ïåðåõîäßòü äî äié, àíàëî-
ãi÷íèõ äî ï. 7.
Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè çáiæíiñòü ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà çíàéòè ¨¨ ãðàíè-
öþ. {
x1 =
3
2 ,
xn+1 = x
2
n − 2xn + 2 , n > 1. (2)
Ðîçâ'ßçàííß. Ðîçãëßíåìî ôóíêöiþ f(x) = x2− 2x+ 2, ßêà ïîðîäæó¹ çàäàíó
ïîñëiäîâíiñòü.
1. Ðîçâ'ßæåìî ðiâíßííß f(x) = x äëß çíàõîäæåííß íåðóõîìèõ òî÷îê:
x2 − 2x+ 2 = x⇔ x = 1 àáî x = 2.
Öi òî÷êè ðîçáèâàþòü îáëàñòü âèçíà÷åííß íà iíòåðâàëè (−∞; 1), (1; 2), (2; +∞).
2, 3. Ïåðøèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi íå ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ, òîìó âèáèðà¹ìî ií-
òåðâàë (1; 2), ßêîìó âií íàëåæèòü i ïîäàëüøi äîñëiäæåííß ïðîâîäèìî âèêëþ÷íî
íà öüîìó iíòåðâàëi.
4, 5. Îñêiëüêè êiíöi iíòåðâàëó ¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè ôóíêöi¨ f(x), òî äëß
òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñü, ùî ôóíêöiß f(x) âiäîáðàæà¹ iíòåðâàë (1; 2) íà ñàìîãî
ñåáå, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âîíà çðîñòà¹ íà öüîìó iíòåðâàëi. Äiéñíî, f ′(x) =
= 2x− 2 > 0 ïðè x ∈ (1; 2), îòæå, ôóíêöiß çðîñòàþ÷à.
6. Î÷åâèäíî, ùî óìîâè 4, 5 àëãîðèòìó âèêîíóþòüñß, îòæå ïîñëiäîâíiñòü ìî-
íîòîííà i çíà÷åííß ¨¨ ÷ëåíiâ çàëèøàþòüñß ó iíòåðâàëi (1; 2). Çâàæàþ÷è íà òå, ùî
x2 = 5/4 < x1 = 3/2, òî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííî ñïàäíà, ïðè÷îìó ¨¨ ãðàíèöß
äîðiâíþ¹ ëiâîìó êiíöþ ðîçãëßäóâàíîãî iíòåðâàëà (1; 2): lim
n→∞xn = 1.
Âñòàíîâèòè òå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííî ñïàäíà ìîæíà i íàñòóïíèì ÷èíîì.
Îñêiëüêè f ′′(x) = 2 > 0, òî ôóíêöiß âãíóòà, òîìó ¨¨ ãðàôiê ðîçìiùåíèé ïiä ëiíi¹þ
y = x, à ïîñëiäîâíiñòü {xn} ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ.
Âèêîðèñòàííß ãðàôi÷íîãî ìåòîäó îñîáëèâî êîðèñíå ïðè àíàëiçi ñêëàäíèõ äè-
íàìi÷íèõ ñèñòåì, ßêi ¹ äóæå ÷óòëèâèìè äî íåçíà÷íèõ çìií ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Òåõíiêà ãðàôi÷íîãî àíàëiçó äà¹ çìîãó îòðèìàòè äîáði ßêiñíi îöiíêè ïîâåäiíêè ðå-
êóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi, áiëüøå òîãî, äà¹ çìîãó äîñëiäèòè ÷óòëèâiñòü ðîçâ'ßçêó
äî çìiíè çîâíiøíiõ ïàðàìåòðiâ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
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Îòæå, ç ðåêóðåíòíèìè ïîñëiäîâíîñòßìè ñòóäåíòè ìîæóòü îçíàéîìèòèñß íà-
áàãàòî ðàíiøå ó ñâî¨é ìàòåìàòè÷íié îñâiòi i áóòè âìîòèâîâàíèìè íàäàëi ãëèáøå
âèâ÷àòè ¨õ ìàòåìàòè÷íi òà ïðèêëàäíi çàñòîñóâàííß.
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ÓÄÊ 374
Ðîçâèòîê ëîãi÷íîãî ìèñëåííß ó êóðñàõ ìàòåìàòèêè òà
iíôîðìàòèêè
Êðàâåöü I. Ò.1,2, ê.ô.-ì.í., äîö. êàô. ÎÌÏ
Öóðà Î. Ñ.2, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè
1Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà
(âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, ì.Ëüâiâ, 79013, Óêðà¨íà)
2 ÍÂÊ "Øêîëà-ãiìíàçiß "Ãàëèöüêà"
(âóë. Çàìêîâà, 4, ì. Ëüâiâ, 79011, Óêðà¨íà)
Ðîçâèòîê ëîãi÷íîãî ìèñëåííß ìîëîäèõ ëþäåé ïîòðiáíî ïî÷èíàòè çìàëêó. Íà-
ïðèêëàä, çàëó÷àòè ó÷íiâ íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè äî ðîç'ßçóííß
öiêàâèõ ãîëîâîëîìîê, ùî ïðèâîäèòü äî ðîçâèòêó ëîãi÷íîãî ìèñëåííß òà ôîðìó-
âàííß IÒ-êîìïåòåíòíîñòi ó÷íiâ.
Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ïðèâåðíóòè óâàãó ïåäàãîãiâ äî ïiäãîòîâêè ìàéáóòíiõ
ñòóäåíòiâ. Àêöåíò ñòàâèòüñß íà ðîçâèòîê ïàì'ßòi, êìiòëèâîñòi, àêòèâiçàöi¨ ëîãi÷-
íîãî ìèñëåííß.
Ðîçâ'ßçóâàííß ëîãi÷íèõ çàäà÷ äà¹ ìîæëèâiñòü íàâ÷èòè ó÷íß çìiíþâàòè çâè÷-
íi øàáëîíè ìèñëåííß. Ïðè öüîìó ðîçâèâàþòüñß ïðèéîìè ïîðiâíßííß, ñèíòåçó,
àáñòðàãóâàííß. Íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ñëiä ïîñòiéíî íåçíà÷íî
çìiíþâàòè óìîâè çàäà÷, ïðè öüîìó ñòàâèòè íîâi çàïèòàííß, øóêàòè ðîçâ'ßçêè áà-
ãàòüìà ñïîñîáàìè, íà îñíîâi äàíî¨ çàäà÷i ñêëàäàòè ñâî¨ ëîãi÷íi çàäà÷i, ïðîâîäèòè
àíàëiç ïîñòàâëåíèõ çàäà÷, ñèñòåìàòèçóâàòè òà àíàëiçóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.
Òèì ñàìèì çàîõî÷óâàòè ó÷íiâ äî ïîøóêó òà ïiçíàííß íîâîãî, íåñòàíäàðòíîãî.
Äëß äîñßãíåíß ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i â iíôîðìàòèöi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðî-
ãðàìó Scratch. Scratch  öå îá'¹êòíî-îði¹íòîâàíå ñåðåäîâèùå äëß íàâ÷àííß îñíîâ
ïðîãðàìóâàííß. Ïðîãðàìà äîáðà òèì, ùî êîðèñòóâàòèñü íåþ ìîæå ëþäèíà, ßêà
íå âîëîäi¹ æîäíèìè çíàííßìè ç ïðîãðàìóâàííß. Ç äîïîìîãîþ ïðîñòèõ êîíñòðóê-
öié ìîæíà ñêëàñòè ïðîñòó, öiêàâó ïðîãðàìó, íàìàëþâàòè ðèñóíîê. Ó÷íi ìîæóòü
ñàìîñòiéíî îïàíîâóâàòè êîìï'þòåðíó ãðàìîòíiñòü, ðîçðîáëßòè êîìï'þòåðíi ìî-
äåëi, ñòâîðþâàòè iãðè, àíiìàöi¨, ñêëàäàòè ìóçèêó, ïðè öüîìó îäåðæóâàòè ïiäãî-
òîâêó äî ïîäàëüøîãî âèâ÷åííß ïðîãðàìóâàííß. Íàâ÷àííß ó Scratch ïðèâ÷à¹ äî
êðèòè÷íîãî ìiðêóâàííß i ñèñòåìíîãî ìèñëåííß.
Ùå îäíèì êîðèñíèì ïðîäóêòîì äëß ðîçâèòêó ëîãi÷íîãî ìèñëåííß i ïiäãî-
òîâêè äî âèâ÷åííß ïðîãðàìóâàííß ¹ Code ðåñóðñ. Öåé ðåñóðñ ðîçðàõîâàíèé äëß
óñiõ âiêîâèõ êàòåãîðié êîðèñòóâà÷iâ: äîøêiëüíßò, ó÷íiâ ðiçíèõ âiêîâèõ êàòåãîðié,
ñòóäåíòiâ ç ðiçíèì ñêëàäîì ðîçóìó. Òóò ¹ ïîêðîêîâå iãðîâå íàâ÷àííß. Ïåðåõî-
äß÷è âiä ðiâíß äî ðiâíß, çàäà÷i óñêëàäíþþòüñß. Ìîæíà ïîäèâèòèñß êîä äàíî¨
ïðîãðàìè. ßêùî êîðèñòóâà÷ óñïiøíî âèêîíàâ âïðàâè, òî îòðèìó¹ ñåðòèôiêàò i
öå ¹ ìîòèâàöi¹þ äî îñâî¹ííß ïðîãðàìîãî ïðîäóêòó.
133
Êàôåäðà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè i ïðîãðàìóâàííß
Êàôåäðà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè òà ïðîãðàìóâàííß (ÎÌÏ) ñòâîðåíà
â 1976 ðîöi. ¨ îðãàíiçàòîðîì òà ïåðøèì çàâiäóâà÷åì áóâ êàíäèäàò ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, äîöåíò Ï.I. Áîäíàð÷óê.
Çàâiäóâà÷àìè êàôåäðè áóëè: ê.ò.í., äîö. Î.Ì. Êîññàê (1987-1993), ä.ô.-ì.í.,
ïðîô. Ï.I. Êàëåíþê (1993-2007), ä.ò.í., ïðîô. À.Ô. Îáøòà (2007-2012).
Ç 2012 ðîêó êàôåäðó î÷îëþ¹ ê.ô.-ì.í., ñò.í.ñ., äîöåíò ß.Ì. Ïåëåõ.
Çà ÷îòèðè äåñßòèëiòòß, ùî ìèíóëè âiä ÷àñó çàñíóâàííß êàôåäðè, ¨¨ íàóêîâi
äîñëiäæåííß çàçíàâàëè äåßêèõ âèäîçìií i íà äàíèé ÷àñ âîíè ðîçâèâàþòüñß çà
íàïðßìêàìè, ßêi îõîïëþþòü øèðîêèé ñïåêòð ïðîáëåì òåîðåòè÷íîãî òà ïðàêòè÷-
íîãî õàðàêòåðó, à ñàìå:
• ìàòåìàòè÷íå i êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííß, àíàëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi ìåòîäè
äîñëiäæåííß ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷ òà ¨õ ðîçâ'ßçêó;
• ñèñòåìè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè;
• ïðîáëåìè ðîçâ'ßçóâàííß êëàñè÷íèõ, íåêëàñè÷íèõ, íåêîðåêòíèõ, îáåðíåíèõ
ïî÷àòêîâèõ òà êðàéîâèõ çàäà÷;
• ßêiñíi ìåòîäè òà ïðèêëàäíi àñïåêòè ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ òà òîïîëîãiß
ïðîñòîðiâ éìîâiðíîñíèõ ìið; ñòîõàñòè÷íà àïðîêñèìàöiß â ìàðêiâñüêîìó òà íà-
ïiâìàðêiâñüêîìó ïðîöåñàõ;
• ìåòîäèêà âèêëàäàííß iíôîðìàòèêè ó ñåðåäíié òà âèùié øêîëàõ;
Çàïî÷àòêîâàíà ïðîôåñîðîì Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêîì òåîðiß ãiëëßñòèõ ëàíöþãî-
âèõ äðîáiâ ñòàëà ç iíiöiàòèâè Ï.I. Áîäíàð÷óêà îäíèì ç îñíîâíèõ íàïðßìêiâ íàó-
êîâèõ äîñëiäæåíü êàôåäðè. Ï.I. Áîäíàð÷óêó íàëåæàòü äâi ìîíîãðàôi¨ ç öi¹¨ òå-
ìàòèêè, à ðîçâèòîê i çàñòîñóâàííß öi¹¨ òåîði¨ ñêëàëè ïðåäìåò éîãî äîêòîðñüêî¨
äèñåðòàöi¨. Ç öi¹¨ òåìàòèêè ïðàöiâíèêàìè êàôåäðè çàõèùåíî íèçêó êàíäèäàòñü-
êèõ äèñåðòàöié (Á.É. Áàíäèðñüêèé, ß.Ì. Ãëèíñüêèé, Â.Ê. Iâàíåë, Â.Ô. Ìàðêî,
ß.Ì. Ïåëåõ), à Ì.Ñ. Ñßâàâêî ðîçâèíóâ ðàçîì ç ó÷íßìè êîíòèíóàëüíèé àíàëîã
öi¹¨ òåîði¨ - iíòåãðàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè - i çàâåðøèâ ñâî¨ ïîøóêè çäîáóòòßì
ñòóïåíß äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê.
Iñòîòíi ðåçóëüòàòè â ìåòðè÷íié òåîði¨ ÷èñåë òà â òåîði¨ Ð-àäè÷íèõ äðîáiâ íà-
ëåæàòü ê.ô.-ì.í., äîö. êàôåäðè Þ.Â. Ìåëüíè÷óêó. Âîíè îôîðìëåíi ó âèãëßäi
äâîõ éîãî ìîíîãðàôié, âèäàíèõ Iíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè Áiëîðóñi¨.
Ç ÷àñó çàñíóâàííß êàôåäðè ïiä êåðiâíèöòâîì äîö. Êîçàêà Ï.Ï. ðîçâèíóâñß
íàïðßìîê çàñòîñóâàíü êîíòèíóàëüíèõ iíòåãðàëiâ â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íßíü. Çà öi¹þ òåìàòèêîþ çàõèùåíî ðßä êàíäèäàòñüêèõ äèñåðòàöié (Ã.I. Áiëóùàê,
Î.Ñ. Ãàâðèëiâ, ß.Ì. ×àáàíþê). Ïîäàëüøå çàñòîñóâàííß ðåçóëüòàòiâ öi¹¨ øêîëè,
à ñàìå, ðîçâèòîê ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ òà äðóãîãî ìåòîäó Ëßïóíîâà â åâî-
ëþöiéíèõ ðiâíßííßõ ç ìàðêîâñüêèìè òà íàïiâìàðêîâñüêèìè ïåðåêëþ÷åííßìè,
îôîðìëåíî â äîêòîðñüêié äèñåðòàöi¨ ß.Ì. ×àáàíþêîì (2008ð.) òà ê.ô.-ì.í. Ó.Ò.
Õiìêîþ.
Ïiä êåðiâíèöòâîì ê.ò.í., äîö. Î.Ì. Êîññàêà êàôåäðà çàïî÷àòêóâàëà ñòâîðåííß
óêðà¨íñüêî¨ òåðìiíîëîãi¨ ç iíôîðìàòèêè. Âïåðøå â Óêðà¨íi áóëè ïiäãîòîâëåíi
àíãëî-óêðà¨íñüêi ñëîâíèêè ç iíôîðìàòèêè.
Âàãîìi ðåçóëüòàòè ùîäî óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó âiäîêðåìëåííß çìiííèõ, îòðè-
ìàíi Ï.I. Êàëåíþêîì i éîãî ó÷íßìè (ê.ô.ì-í., äîö. ß. Î. Áàðàíåöüêèé, ä.ô.-ì.í.
Ç. Ì. Íèòðåáè÷, ê.ô.ì-í., äîö. Ï.Ë. Ñîõàí, ê.ô.ì-í., äîö. I.Â. Êîãóò, ê.ô.ì-í.
Ì.Á. Âîðîáåöü , ê.ô.ì-í. Ó.Á. ßðêà).
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Óñïiøíî äîñëiäæóâàëè íåêîðåêòíi çàäà÷i äëß ëiíiéíèõ ðiâíßíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè, ßêi áóëè çàïî÷àòêîâàíi ÷ëåíîì-êîðåñïîíäåíòîì ÍÀÍ Óêðà¨íè Á.É.
Ïòàøíèêîì, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â.Ñ. Iëüêiâ i ê. ô.-ì.í., äîö. Á.Î. Ñàëèãà, ê.ô.-ì.í.,
äîö. Ò.Â. Ìàãåðîâñüêà.
Â äîñëiäæåííßõ ïðîô. À.Ô. Îáøòè ðîçâèíóòà iäåß ïðî iñòîòíèé çâ'ßçîê âëà-
ñòèâîñòåé ðîçâ'ßçêiâ (¹äèíiñòü, îáìåæåíiñòü, ñòiéêiñòü) êðàéîâèõ çàäà÷ äëß ðiâ-
íßíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ç âíóòðiøíüîþ ãåîìåòði¹þ îáëàñòåé, ó ßêèõ öi çàäà÷i
ðîçãëßäàþòüñß.
Ïiä êåðiâíèöòâîì ä.ô.ì-í., Õ.É. Êó÷ìiíñüêî¨ ðîçðîáëåíî îñíîâè àíàëiòè÷íî¨
òåîði¨ äâîâèìiðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ. Çà öi¹þ òåìàòèêîþ çàõèùåíî êàíäè-
äàòñüêi äèñåðòàöi¨ Ñ.Ì. Âîçíî¨, òà Î.Ì. Ñóñü.
Í.Ì. Ãîáëèê çàéìà¹òüñß ìîäåëþâàííßì åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü íà
ïåðiîäè÷íî-íåîäíîðiäíèõ ñòðóêòóðàõ ìåòîäàìè ãiëßñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.
Âèêîðèñòîâóþ÷è àïàðàò ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà òåîðiþ ïîáóäîâè ìåòîäiâ
Ðóíãå-Êóòòà, äîö. ß.Ì. Ïåëåõ ðîçðîáëß¹ íàáëèæåíi ìåòîäè ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i
Êîøi äëß íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü, iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü Âîëüòåððà
äðóãîãî ðîäó òà íåëiíiéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü òèïó Âîëüòåððà.
Â äîñëiäæåííßõ ãðóïè âèêëàäà÷iâ, ßêi ïðàöþâàëè ïiä êåðiâíèöòâîì ê.ô.ì-í.,
äîö. Á.À. Øóâàðà, ôiãóðóþòü íàïðßìè, ùî ñòîñóþòüñß: äâîñòîðîííiõ îïåðàòîð-
íèõ íåðiâíîñòåé òà ïîáóäîâè i äîñëiäæåííß äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ;
äîñëiäæåííß ìåòîäiâ iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííß òà ïîáóäîâè i äîñëiäæåííß ¨õ
óçàãàëüíåíü; íàáëèæåíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìiâ ó áàíàõîâèõ àëãåáðàõ ç âèêî-
ðèñòàííßì êîíñòðóêöié ãiëëßñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (êàíäèäàòñüêi äèñåðòàöi¨
äîö. I.I. Äåìêiâà òà äîö. Ð.É. Ïåòðîâè÷à, ðîáîòè âèêëàäà÷iâ Ì.À. Øóëßðà, Ç.Î.
Ãîøêî, Ñ.Ç. Óãðèíà, Î.Ì. Äàøêà, Ð.Ð. Ñòîëßð÷óê).
×èñåëüíèì ðîçâ'ßçóâàííßì íåëiíiéíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëß ñèñòåì çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü äðóãîãî ïîðßäêó çàéìà¹òüñß äîöåíò Ë.Á. Ãíàòiâ.
Éîãî ðåçóëüòàòè ïîâ'ßçàíi ç ïîáóäîâîþ òðèòî÷êîâèõ ðiçíèöåâèõ ñõåì âèñîêîãî
ïîðßäêó òî÷íîñòi.
Äîöåíòè êàôåäðè Â.. Àíîõií, I.Ñ. Áóäç, I.Ñ. Êîñòåíêî, Î.Â. Òóìàøîâà, .Ì.
Ôåäþê ïðåäñòàâëßþòü øêîëó àêàäåìiêiâ ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à i ß.Ì. Ãðèãîðåíêà.
Ðåçóëüòàòè ¨õ íàóêîâèõ äîñëiäæåíü ïîâ'ßçàíi ç ïîáóäîâîþ ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé òà ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííß íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó
îáîëîíêîâèõ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié çi çìiííèìè ïàðàìåòðàìè òà äåôåêòàìè òè-
ïó òðiùèí, à òàêîæ çàäà÷àìè òåðìîïðóæíîñòi äëß îáîëîíîê îáåðòàííß.
Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê çàãàëüíî¨ òåîði¨ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ ñêëàäàþòü ðåçóëüòàòè ä.ò.í., ïðîô. Ï.ß. Ïóêà÷à, ßêèé ðîçãëßäà¹ ïèòàííß
êîðåêòíîñòi ðîçâ'ßçêiâ òàêèõ çàäà÷ â íåîáìåæåíèõ îáëàñòßõ, âèíèêíåííß ßâèùà
ðóéíóâàííß ðîçâ'ßçêó òà äîñëiäæó¹ ßêiñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ßçêiâ âàðiàöiéíèõ
íåëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé.
Ïðîôåñîð I.I. Äåìêiâ ðàçîì ç àêàäåìiêîì ÍÀÍ Óêðà¨íè Â.Ë. Ìàêàðîâèì çàé-
ìà¹òüñß ïèòàííßìè ðîçøèðåííß òåîði¨ ïîëiíîìiàëüíîãî iíòåðïîëþâàííß ôóíêöié
íà ðiâåíü ôóíêöiîíàëiâ òà îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîðàõ åëåìåíòiâ áóäü-ßêî¨ ïðèðîäè i
ïåðåíåñåííßì îñíîâíèõ çàñòîñóâàíü ïîëiíîìiàëüíî¨ iíòåðïîëßöi¨ ôóíêöié íà àíà-
ëîãi÷íi çàäà÷i îïåðàòîðíîãî ðiâíß. Çàäà÷i òîïîëîãi¨ áóëè ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü
ä.ô.-ì.í. Ë.. Áàçèëåâè÷.
Â ðiçíèé ÷àñ íà êàôåäði ïðàöþâàëè âiäîìi íàóêîâöi, ÷ëåíè-êîðåñïîíäåíòè
ÍÀÍ Óêðà¨íè Ð.Ì. Êóøíið, Á.É. Ïòàøíèê, ä.ô.ì-í., Ì.Ã. Ñòàùóê.
135
Ñïèñîê íàóêîâöiâ, ßêi ïðîâàäèëè íàóêîâi äîñëiäæåííß íà êàôåäði ÎÌÏ i
çà ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåíü çàõèñòèëè äîêòîðñüêi äèñåðòàöi¨ ñêëàäàþòü: Iëüêiâ
Â.Ñ.(ä.ô.-ì.í., 2006 ð.), Îáøòà À.Ô.(ä.ò.í., 2006 ð.), Ìèêèòþê I.ß. (ä.ô.-ì.í.,
2007 ð.), ×àáàíþê ß.Ì.(ä.ô.-ì.í., 2008 ð.), Áàçèëåâè÷ Ë.. (ä.ô.-ì.í., 2012 ð.),
Êìiòü I.ß. (ä.ô.-ì.í., 2012ð.), Êó÷ìiíñüêà Õ.É. (ä.ô.-ì.í., 2012 ð.), Íèòðåáè÷
Ç.Î. (ä.ô.-ì.í., 2013 ð.), Äåìêiâ I.I. (ä.ô.-ì.í., 2013 ð.), Ïóêà÷ Ï.ß. (ä.ô.-ì.í.,
2014 ð.).
Êàôåäðîþ âåäåòüñß âïðîâàäæåííß â íàâ÷àëüíèé ïðîöåñ ñèñòåì êîìï'þòåðíî¨
ìàòåìàòèêè òà ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó (Maple, Mathematica, MatLab òà iíøèõ).
Íàóêîâößìè êàôåäðè (ê.ô.ì-í., äîö. Ë.Á. Ãíàòiâ, ê.ô.ì-í., äîö. ß.Ì. Ïåëåõ,
ê.ô.ì-í., äîö. Á.Ì. Ôiëü, ñò.â. Í.Ì. Ãîáëèê, ñò.â. Ñ.Ì. Ìåíòèíñüêèé) âèêîðèñòî-
âóþòüñß êîìï'þòåðíi ñèñòåìè äëß àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü çàäà÷ ìàòåìàòèêè,
ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó.
Ìåòîäè÷íi ñèñòåìè íàâ÷àííß iíôîðìàòèêè â çàãàëüíîîñâiòíié i âèùié øêîëàõ
äîñëiäæóâàëèñß äîöåíòàìè Àíîõiíèì Â.., Ðßæñüêîþ Â.À., Ãëèíñüêèì ß.Ì. i ñó-
ïðîâîäæóâàëèñß âèäàííßì 26 íàâ÷àëüíèõ ïîñiáíèêiâ òà ïiäðó÷íèêiâ äëß ó÷íiâ
øêië òà ñòóäåíòiâ, áiëüøiñòü ç ßêèõ îòðèìàëè ãðèô ÌÎÍ Óêðà¨íè. Äâà íàâ÷àëü-
íi ïîñiáíèêè áóëè ïåðåêëàäåíi ðîñiéñüêîþ ìîâîþ i âèäàíi â Ñàíêò-Ïåòåðáóðçi ó
âèäàâíèöòâi "Äiàñîôò".
Ïðîòßãîì ÷îòèðüîõ äåñßòèëiòü âèêëàäàííß ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií, iíôîð-
ìàòèêè i ïðîãðàìóâàííß âåäåòüñß íà îñíîâi ïiäðó÷íèêiâ i ïîñiáíèêiâ, ñòâîðåíèõ
ïðàöiâíèêàìè êàôåäðè ÎÌÏ ( I.À. Àíäæåé÷àê, Â.. Àíîõií, ß.Î. Áàðàíåöüêèé,
Ã.I. Áiëóùàê, I.Ñ. Áóäç, ß.Ì. Ãëèíñüêèé, Ë.Á. Ãíàòiâ, Í.Ì. Ãîáëèê, ß.I. Äàñþê,
I.I. Äåìêiâ, Â.Ñ. Iëüêiâ, I.Á. Êèðè÷èíñüêà, Í.Ô. Êëî÷êî, Ò.Ã. Êîâàëåíêî, Î.Ì.
Êîññàê, I.Ñ. Êîñòåíêî, I.Ò. Êðàâåöü, I.I. Êëþéíèê, Ñ.Ì. Ìåíòèíñüêèé, Ç.Ì. Íèò-
ðåáè÷, Ë.Î. Íîâiêîâ, À.Ô. Îáøòà, ß.Ì. Ïåëåõ, Ï.ß. Ïóêà÷, Â.À. Ðßæñüêà, Á.Î.
Ñàëèãà, Ï.Ë. Ñîõàí, Î.Â. Òóìàøîâà, Á.Ì. Ôiëü, .Ì. Ôåäþê, ß.Ì. ×àáàíþê).
Ùîði÷íî êàôåäðà îðãàíiçîâó¹ i ïðîâîäèòü I òóð Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè ç
äèñöèïëiíè "Iíôîðìàòèêà â ßêié áåðóòü ó÷àñòü äåñßòêè ñòóäåíòiâ ç ðiçíèõ ií-
ñòèòóòiâ. Ñïîíñîðàìè îëiìïiàäè â ðiçíi ÷àñè áóëè òàêi êîìïàíi¨ ßê "Òåõíiêà äëß
áiçíåñó "Ìåäiàâåñò "Óàðíåò". Ïåðåìîæöi îëiìïiàäè áðàëè ó÷àñòü ó Âñåóêðà¨íñü-
êié îëiìïiàäi, äå çäîáóâàëè ïðèçîâi ìiñöß i íàãîðîäè.
Êàôåäðîþ ÎÌÏ íàëàãîäæåíà òiñíà ñïiâïðàöß ç ïðîôiëüíèìè êàôåäðàìè
óíiâåðñèòåòó òà âiääiëàìè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Iíñòèòóòó ïðè-
êëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ïiäñòðèãà÷à (IÏÏÌÌ) ÍÀÍ
Óêðà¨íè, Ôiçèêî-ìåõàíi÷íèé iíñòèòóò iì. Ã.Â. Êàðïåíêà ÍÀÍ Óêðà¨íè, Îäåñü-
êèì íàöiîíàëüíèì ïîëiòåõíi÷íèì óíiâåðñèòåòîì, òà iíøèìè.
Âèêëàäà÷i êàôåäðè ïiäòðèìóþòü ìiæíàðîäíi íàóêîâi çâ'ßçêè ç â÷åíèìè, ßêi
ïðàöþþòü â íàñòóïíèõ çàêîðäîííèõ óñòàíîâàõ: Vienna University of Technology
(Vienna, Austria), University of Cooperative Education Eisenach (Eisenach,
Germany), University of Defence (Czech Republic), Georgian Technical University,
Batumi Shota Rustaveli State University (Georgia), Institute of Mathematics Polish
Academy of Science (Poland), Politechnika Lubelska,Wydzial Podstaw Techniki
(Poland).
Ï. I. Êàëåíþê, ä. ô.-ì. í., ïðîôåñîð, äèðåêòîð IÌÔÍ ÍÓ ¾ËÏ¿
ß. Ì. Ïåëåõ, ê. ô.-ì. í., äîöåíò, â.î. êàôåäðè ÎÌÏ
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